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ABSTRACT

In this paper we analyse the effects of including Technological Progress in the origi-
nal John Von Neumann's Model. First, we show that it is possible to eliminate the
assumption of constant technology of the von Neumman's original model maintai-
ning the conditions of "balanced growth". As result, we show that it is possible to
obtain a rate with "balanced growth" for the economy expanding with Technological
Progress. Also, we show that the expanding economy rate with Technological
Progress has a minimum which is the maximum expanding economy rate without
Technological Progress. So, this paper is the first step in a new line of research in
multi-sector economic growth models, and where there is not restrictions about the
functional form between input and output. These two are the most important diffe-
rences between this model and the Solow's model. 

Keywords: Multi-sector economic growth model, Technological Progress, Balanced
growth.

RESUMEN

En este trabajo se analizan los efectos de la inclusión del Progreso Técnico en el
modelo de crecimiento de J. Von Neumann. En primer lugar, se demuestra que es
posible eliminar el supuesto de tecnología constante con el que opera J. Von
Neumann y mantener al mismo tiempo las condiciones necesarias para que exista
"crecimiento equilibrado". Como resultado, se obtiene una senda de "crecimiento
equilibrado" para una economía que se expande gracias al Progreso Técnico.
Además, se comprueba que estas tasas de crecimiento con Progreso Técnico tienen
un mínimo que es, precisamente, la tasa máxima de crecimiento de la economía sin
Progreso Técnico. Este trabajo representa el primer paso dentro de una nueva línea
de investigación con modelos de crecimiento multisectoriales en los que, adicional-
mente, no se impone ninguna restricción en cuanto a la forma funcional que relacio-
ne el input con el output. Éstas son las dos grandes características que lo diferencian
del modelo tradicional de Solow. 

Palabras clave: Modelo de crecimiento multisectorial, Progreso Técnico,
Crecimiento equilibrado.
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1. INTRODUCCIÓN 

John Von Neumann destaca en el mundo económico por sus descubrimientos en dos 
campos fundamentales del análisis económico: Teoría de Juegos y Crecimiento. De él se dice 
que es el creador de la Teoría de Juegos al publicar en 1928 su primer artículo sobre este tema1

y, en 1944, en colaboración con Oskar Morgenstern, la Theory of Games and Economic Behavior.
Las formulaciones matemáticas descritas en este libro han influido notablemente en el análisis 
económico a partir de entonces. Reinhard Selten -Premio Nobel de Economía en 1994 junto a 
John F. Nash y John C. Harsanyi por sus avances en el análisis del equilibrio en la Teoría de 
Juegos- reconoce en su autobiografía haber iniciado sus pasos en el análisis de la Teoría de 
Juegos a partir del libro de  J. Von Neumann y Oskar Morgenstern. John C. Harsanyi publica 
a primeros de los años cincuenta una serie de artículos siguiendo las funciones de utilidad en 
bienestar económico y en ética descritas por estos autores y Kenneth Arrow -Premio Nobel 
en 1972- y Gerad Debreu –Premio Nobel en 1983- también se basaron en su axiomatización 
de la teoría de la utildad para resolver problemas de Equilibrio General2.

Sin embargo, en 1937, J. Von Neumann también publicaba un innovador artículo 
sobre el crecimiento económico en un contexto de equilibrio general. Era un modelo 
multisectorial en el que se demostraba que podía existir crecimiento en equilibrio bajo el 
supuesto de la existencia de varios sectores en la economía. Permitía tratar las consecuencias 
de la naturaleza circular del proceso de producción –en el que una mercancía podía ser 
producida por medio de otras o incluso por sí misma-. Desarrollaba una teoría de los precios 
determinados exclusivamente por el coste mínimo de los bienes obtenidos a partir de otros 
bienes y una teoría de tipo de interés determinado por la mayor tasa de expansión posible del 
sistema económico. Constituía, además, el primer modelo riguroso y formal de la teoría del 
capital no agregado.

Ahora bien, la definición de “crecimiento en equilibrio” implicaba la obligada 
incorporación en el modelo de determinados supuestos muy restrictivos sobre la tecnología. 
Su definición de equilibrio era muy similar a la del estado estacionario en el sentido de que en 
equilibrio se permite una expansión uniforme de todo el sistema. Los precios permanecían 
constantes, las intensidades relativas de los distintos procesos de producción no variaban y la 
producción de todos los bienes permanecía en la misma proporción, aunque se permitía una 
tasa geométrica uniforme de crecimiento de todo el sistema. Ello parecía implicar, además del 
supuesto de condiciones de competencia perfecta en el largo plazo y de la existencia de 
rendimientos constantes en cualquier proceso económico –en el sentido de que cada proceso 
puede llevarse a cabo a x veces su escala dada, sin aumentos o disminuciones en los costes por 
unidad de “output”-, la necesidad de que la tecnología permaneciese constante a lo largo del 
tiempo. Como cada output generado en un determinado período de tiempo, sería utilizado 
como input en el siguiente período, debía aparecer en el sistema económico en las mismas 
proporciones y en la misma intensidad que en el período anterior, para poder permitir la 
expansión uniforme y, por ello, “equilibrada” de todo el sistema. La definición de crecimiento 
equilibrado y la necesidad de que las intensidades relativas de los procesos productivos del 
sistema permaneciesen constantes a lo largo del tiempo, llevaba aparejado de forma implícita 
que las intensidades relativas de los inputs y, por tanto de los outputs –que serían los inputs 
del siguiente período- fueran constantes. Este supuesto implícito de intensidades relativas 
constantes de los inputs para todos los períodos de tiempo “obligaba” a J. Von Neumann a 
operar con el supuesto de tecnología constante de manera que para todos los bienes la ratio 
output/input permanecía constante no sólo en cada período para cada bien, sino también para 

                                                
1 “Zur Theory del Gesellshaftspiele”, en Mathemathische Annalen.
2 Incluso los escritos de John F. Nash en este campo son posteriores al trabajo de los citados autores. J. Von 
Neumann y Oskar Morgenstern ya habían mostrado una solución similar a la del “equilibrio de Nash”, aunque 
exlusivamente para los juegos de suma cero. 
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todos los bienes durante todos los períodos de tiempo. La “necesaria” incorporación de este 
supuesto y, por ello, la “imposibilidad” del tratamiento del Progreso Técnico en su modelo y sus 
posibles efectos sobre la tasa máxima posible de crecimiento equilibrado del sistema generaba 
numerosas críticas [Champernowne (1945-1946), Koopmans (1964)] y relegaba casi al olvido a 
este precursor modelo de crecimiento multisectorial en un contexto de equilibrio general3.

Sin embargo, como se verá en el presente trabajo, es posible demostrar que, bajo 
determinados supuestos, la incorporación del Progreso Técnico en el modelo de J. Von 
Neumann es posible, sin que por ello se alteren las restantes condiciones necesarias para la 
obtención de una tasa de crecimiento equilibrado –bajo la definición de “equilibrio” dada por 
J. Von Neumann-. El supuesto de intensidades relativas constantes de los inputs a lo largo del 
tiempo no “obliga” al supuesto de tecnología constante. Para facilitar dichas demostraciones 
recurriremos en este trabajo al cálculo matricial, de manera que esta conversión del modelo 
original de Von Neumann a términos matriciales así como la construcción de la matriz de 
output que garantiza el crecimiento equilibrado en cada período serán los instrumentos 
fundamentales que permitirán ofrecer una clara visión del significado del crecimiento equilibrado y
sus implicaciones. En los mismos términos, la obtención de las sendas de crecimiento 
equilibrado con y sin Progreso Técnico permitirán comprobar las diferencias entre ambos 
crecimientos equilibrados. Además, será posible obtener una tasa máxima de crecimiento 
equilibrado que dependerá de la capacidad que ese Progreso Técnico tenga de generar 
incrementos en el output. Adicionalmente, será posible demostrar que la tasa de crecimiento 
en equilibrio del sistema bajo la existencia de dicho Progreso Técnico tendrá un mínimo, que 
será precisamente la tasa máxima de crecimiento en equilibrio del sistema bajo la inexistencia 
de dicho Progreso Técnico. 

Con este trabajo, lo que se proyecta, es retomar la línea investigadora iniciada por J. Von 
Neumann, considerando modelos de crecimiento multisectoriales y en donde no se imponen 
restricciones sobre el tipo de forma funcional que relacione el input con el output. Con ello, se 
eliminan algunas de las restricciones que imponen los modelos tradicionales de crecimiento -
funciones Cobb-Douglas, dos factores de producción (capital y trabajo), entre otros-. 

2. LA TECNOLOGÍA EN EL MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL DE VON 
NEUMANN

 El objetivo de este apartado es presentar, pero también, desarrollar y ampliar el 
modelo original diseñado por J. Von  Neumann con el objeto de determinar las implicaciones 
de su definición de “crecimiento equilibrado”. A diferencia de la versión original de J. Von  
Neumann, en este trabajo se presentará el modelo también de forma matricial. La 
construcción de las matrices de input y output pero, sobre todo, la del “output” requerido 
para mantener la producción en el siguiente período será el instrumento básico que permitirá 
ofrecer una visión clara de las implicaciones sobre la tecnología que asume el modelo original. 

Dos de las características distintivas del modelo de crecimiento de J. Von  Neumann 
son, en primer lugar, la existencia de m factores de producción y n bienes dentro del sistema 
económico en cada período de tiempo, en lugar de los 2 habituales –capital y trabajo- y, en 
segundo lugar, la naturaleza circular del proceso de producción, en donde cada bien, para ser 
producido, requiere determinadas cantidades del resto de bienes o incluso de parte de sí 
mismo. De ello se deduce que el bien X

1 es elaborado con la ayuda del bien X2 y, en ese 
mismo período, el bien X2 es a su vez elaborado con la ayuda del bien X1.

                                                
3 Pese a las complejidades matemáticas del modelo de J. Von Neumann, existieron varios intentos de relajar 
algunos o varios de los supuestos implícitos en dicho modelo. Destaca la realizada por Dorfman, Samuelson y 
Solow (1958) en la que se acepta la existencia de un stock de capital dado disponible al inicio del período en 
consideración, pero en el que se sigue manteniendo el supuesto de tecnología constante de producción. 
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 Por ello, J. Von  Neumann supone que existen n bienes X1,...,Xn que pueden ser 
elaborados por m procesos productivos F1,...,Fm, en donde cada proceso productivo Fi,

m,1,i , se define como una aplicación de los diferentes bienes Xj n,1,j , tal que: 

,

11

j

n

j

ij

n

j

jiji XbXaF m,1,i ,    [1] 

en donde aij se definen como los requerimientos unitarios necesarios (input) del bien j en el 
proceso i y bij como el coeficiente obtenido (output) del bien j en el proceso i.
 Si recurrimos al cálculo matricial, este sistema económico, en términos de procesos 
económicos, input y output, descrito por J. Von  Neumann en [1] podríamos expresarlo 
como:

F (AX)=BX,         [2]
siendo
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 Debe insistirse en que la columna j-ésima de la matriz A representa el total de 
requerimientos productivos unitarios de cada bien j que exigen todos los procesos 
productivos, n,1,j  (4), y la fila i-ésima representa el total de requerimientos unitarios de todos 
los bienes que exige cada proceso productivo i, m,1,i (5). En los mismos términos, la columna 
j-ésima de la matriz B representa el total de cantidades producidas del bien j, n,1,j , en
términos de coeficientes que generan todos los procesos productivos y la fila i-ésima representa el 
total de cantidades producidas de todos los bienes expresadas en coeficientes que genera cada 
proceso productivo i, m,1,i .

 Dada la totalidad de bienes existentes en la economía en cada período de tiempo, cada uno 
de estos procesos productivos Fi se empleará en unas determinadas intensidades qi, m,1,i , por lo 
que la producción total que se obtiene en cada período en la economía será igual a: 

QF

Fm

F

F

qqqFqY
m

i

mii
2

1

1

21 ,,, ,     [4] 

siendo mqqqQ ,,, 21 , con 

0iq (6),         [5] 

0
1

m

i

iq (7),         [6] 

e Y el total de bienes en cada período de tiempo. 
 Dados [2] y [4] podemos definir: 

:
1

ij

m

i

iaq total de requerimientos del bien j, n,1,j     [7]

                                                
4 En este sentido, la columna 1 indicaría lo que requieren del bien 1 los distintos procesos productivos desde 
el 1 hasta el m.
5 Análogamente, la fila 1 reflejaría las cantidades que el proceso 1 necesita de todos los bienes desde el 1 hasta 
el bien n.
6 El caso particular en el que 0iq indicaría que ese proceso i no sería utilizado, m,1,i .
7 Para evitar aquella situación en la que 01 mqq .
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(dado que representa el producto de la matriz Q por cada columna de la matriz A) y 

:
1

ij

m

i

ibq total producido del bien j, n,1,j      [8]

(dado que representa el producto de la matriz Q por cada columna de la matriz B).
Por lo que si denotamos por los subíndices 0 y 1 la totalidad de bienes existentes al 

inicio y final del primer período, respectivamente, una vez llevado a cabo todos los procesos 
productivos obtenemos: 

m

i

n

j

jiji

m

i

n

j

jiji

QBXxbqY

QAXxaqY

1 1

1

1 1

0

       [9] 

 La descripción del sistema económico recogido en las expresiones [1] a [9] implica la 
asunción de varios supuestos, implícitos o ya explícitos en el modelo de J. Von  Neumann: 

(i) Los bienes de capital figuran en ambos lados de la aplicación, es decir, son tanto 
un input como un output del proceso productivo, 

(ii) cada proceso dura una unidad de tiempo, por lo que si existen procesos 
productivos que requieren una mayor duración, se dividen dichos procesos en el 
tiempo las veces que sean necesarias para obtener el bien final y cada uno de los 
bienes obtenidos en cada subproceso se consideran inputs intermedios necesarios 
para la elaboración del bien final, 

(iii) cada subproceso del supuesto (ii) es considerado un proceso en sí mismo, por lo 
que los inputs requeridos en estos nuevos procesos serán "factores naturales de 
producción", bienes finales obtenidos en los restantes  procesos productivos 
llevados a cabo en el período anterior, o bienes intermedios, y el output obtenido 
será a su vez un nuevo bien intermedio o el producto final, 

(iv) para cada proceso productivo las relaciones 
1ij

ij

a

a
 permanecen constantes, 

n,1,j . Ello implica que las intensidades factoriales en cada proceso i no
varían, m,1,i . Variaciones en dichas intensidades implicarían un nuevo 
proceso. Este es uno de los supuestos fundamentales y más restrictivos del 
modelo de J. Von  Neumann. Cada proceso productivo requiere una determinada 
combinación de inputs que no se puede modificar. Una vez elegido un proceso 
productivo, no se permiten variaciones en las intensidades factoriales relativas del 
mismo, por lo que se perpetúan a lo largo del tiempo. 

El modelo hasta ahora descrito refleja un sistema económico en un período de tiempo 
determinado en el que se permite la transformación de unos bienes en otros bienes. Para que 
se pueda hablar de crecimiento económico es necesario definir las relaciones input-output que  
se deben mantener a largo de los diferentes períodos. Si, además, lo que se persigue es un 
"crecimiento equilibrado" tal que se pueda justificar un crecimiento del output continuo y 
permanente, las relaciones input-output que se deben establecer son más complejas, pero a su 
vez, más restrictivas. Por ello, J. Von  Neumann –con el objeto de encontrar aquella tasa que 
permita el máximo crecimiento posible del sistema económico pero de forma que con lo 
producido en cada período se garantice el crecimiento de la producción en el siguiente- 
incorpora de forma explícita o implícita los siguientes supuestos: 

(v) El input de un período será el output del período anterior. Es el supuesto clave de 
su modelo. Se está considerando con ello una economía cerrada en la que los 
requerimientos productivos para determinados bienes no puedan provenir del 
exterior. Para la producción de cualquier período sólo se puede partir de lo 
producido en esa economía en el período anterior. Esto implica que en cada 
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período de tiempo deben existir una serie de procesos productivos capaces de 
generar el output necesario en cuanto a intensidades relativas y proporciones 
relativas que, al ser utilizados como inputs en el siguiente período de tiempo, 
garanticen a su vez la elaboración de un output que mantenga la misma estructura 
en cuanto a proporciones relativas e intensidades que el output del período 
anterior. Sólo en ese caso se podría hablar de crecimiento equilibrado. 

(vi) Los factores de producción pueden crecer de forma ilimitada. Este supuesto no 
implica que en cada período, las cantidades de cada input requeridas o las 
generadas por los diferentes sistemas productivos sean ilimitadas. Al contrario, 
dado que se parte de la existencia de un número de bienes limitados al inicio del 
proceso, las cantidades de output que se obtienen en cada proceso productivo son 
limitadas. Como el output de un período es el input del período siguiente, en cada 
período, las cantidades de input y output están dadas. 

(vii) Los capitalistas reinvierten todo su output y los trabajadores consumen toda su 
renta. Con ello se asegura que cualquier producción en exceso de las necesidades 
de vida de trabajadores y empleados sea reinvertida. 

(viii) Existen rendimientos constantes de producción que implican que cada proceso 
puede llevarse a cabo a x  veces su escala dada. No varía la relación output/input 
en función del número de veces que se repite un proceso 

(ix) Las ratio en las intensidades 
q

q

1i

i  con que se usan los distintos procesos 

permanece constante a lo largo del tiempo, aunque  q,,q m1 pueden cambiar, lo 
que permite el uso de cualquier unidad de medida temporal, m,1,i . Sin 
embargo, este supuesto también impide que entren nuevos procesos productivos 
que supongan una alteración en las intensidades factoriales empleadas de cada 
bien.

El supuesto (v) es una clara restricción. Para que la producción de cada bien esté 
garantizada en el futuro, es necesario que para todos y cada uno de los bienes, como mínimo, 
la cantidad que se genere en cada período coincida con el input total que exigieron los 
distintos procesos. Si lo que se quiere es un crecimiento del sistema, entonces, como requisito 
imprescindible, el output obtenido de todos y cada uno de los bienes ha de superar a su 
respectivo input. Ello implica que, dados [7] y [8] el total producido de cada bien debe superar 
al total de requerimientos de dicho bien, es decir: 

njaqbq
m

i

ijiij

m

i

i ,,1,

11

,      [10] 

1j tal que
m

i

m

i

ijijiji njaqbq

1 1

,......,1, .   [11] 8

                                                
8 Según la definición de crecimiento de Von Neumann, para cada bien el output debe superar al input en una 
determinada tasa . No asume que cada proceso proceso productivo deba generar un output superior al 
input requerido. Además, de la definición extraída del modelo de Von Neumann y expresada en [11] se 
deduce que, para cada bien, todos los procesos productivos generan el mismo incremento de output –en 
términos matemáticos, cada miembro de una misma columna de la matriz A aparecería multiplicado por el 
mismo , tal que  sería únicamente diferente entre columnas, dado que sería diferente para cada bien-. En 
lugar de esta definición podría haberse operado con una definición alternativa de crecimiento en la que el 

incremento de output de cada bien variase también entre los diferentes procesos. Ello implicaría que ij tal

que
m

i

m

i

ijijiiji aqbq

1 1

, n,1,j . En cualquier caso, el operar con esta última definición no 

alteraría los resultados sobre la obtención de la tasa máxima de crecimiento equilibrado, por lo que se ha 
optado por mantener la definición de crecimiento de J. Von Neumann. 
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Por tanto, para todo el sistema económico se debe verificar que:

nmnm

n

n

m

mnm

n

n

m

aa

aa

aa

qq

bb

bb

bb

qq

00

00

00

,,,,
2

1

1

221

111

1

1

221

111

1 .[12]

Dado que los j pueden ser diferentes para cada bien, existirán bienes que se 

incrementarán a una tasa mayor que otros. Sin embargo, el supuesto (v) determina lo que 
ocurrirá en este caso. Como el input de un período es necesariamente el output del período 
anterior, para que la producción esté garantizada en el futuro, la distribución del output total al final 
de un período debe ser proporcional al input requerido al inicio del período para poder así repetir la 
producción en los siguientes períodos, lo que implica que todos los bienes deben crecer a la 
misma tasa para que se mantenga su distribución inalterada. En ese caso, hablaríamos de 
crecimiento equilibrado. Ello implica que existe crecimiento equilibrado cuando para todos los bienes, el 
output obtenido que actuará como input en el período siguiente es igual de proporcional a su 
respectivo input del período anterior, es decir, 

njaqbq
m

i

iji

m

i

iji ,,1,*

11

,      [13] 

en donde, además, iq  y ijb deben cumplir los supuestos expresados en (iv) y (ix), siendo iq la

intensidad con que se repetirá el proceso productivo i en el siguiente período de tiempo, 
m,1,i y siendo ijb  cada uno de los coeficientes de outuput obtenidos en este período 

pero que serán empleados en el siguiente, n,1,j .
Si expresamos [13] en términos matriciales podemos decir: existe crecimiento equilibrado 

según J. Von Neumann cuando se verifica:

mnm

n

m

mnm

n

m

aa

aa

qq

bb

bb

qq

1

111

1

1

111

1 ,,*,, ,   [14] 

siendo
1* .         [15] 

 Y ello es cierto para 

nj

aq

bq

m

i

iji

m

i

iji

n ,,1,min,,min*

1

1
1 .    [16]9

Las expresiones [13] a [16] requieren dos explicaciones adicionales: 
1. Las condiciones [13] a [16] son condiciones necesarias de crecimiento equilibrado de la 

producción. El crecimiento equilibrado requiere un mismo  ( *) para todos los bienes 
y, además, que ese *sea igual al mínimo de todos los j existentes. Un min*  no 

permite un crecimiento equilibrado dado que existiría escasez del output del bien j para el 

                                                
9 Si, en lugar de haber operado con j se hubiera considerado ij , el ij que garantizase el crecimiento 

equilibrado sería igual a 
iji

iji

ij
aq

bq
minmin* , m,1,i , n,1,j .
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que *j , lo que impediría la aplicación de alguno de los procesos productivos que lo 

requieren como input necesario y, por ello, el mantenimiento del sistema económico. 
Debe tenerse presente que aunque *sea igual al mínimo de todos los j , este valor nos 

está dando la tasa máxima de crecimiento posible de todo el sistema económico, por lo 
que en realidad es una condición de máximo posible o máximo viable de crecimiento 

equilibrado. Siguiendo la terminología de J. Von  Neumann, *  sería el “coeficiente de 
expansión de la economía global” por unidad de tiempo. 

En cualquier caso, esta condición no determina realmente cuál será el volumen total 
de output de cada período. Las condiciones [13] a [16] simplemente indican que en 
crecimiento equilibrado el propio sistema económico debe adoptar un mismo * para 
todos los bienes y todos los procesos y que, obligatoriamente, debe ser el menor de todos 
los j existentes para poder garantizar la producción en el futuro. Pero en el sistema 

económico pueden existir *j . En este caso, el sistema genera excesos de 

producción que no serán utilizados en los procesos productivos del siguiente período. En 
esta situación, estos excedentes de producción reciben el nombre de bienes libres y su precio 
será igual a cero. Es por ello por lo que J. Von  Neumann introdujo su Regla de los bienes 
libres: dado [11] y siendo pj el precio del bien j, n,1,j .

njaqbq
m

i

iji

m

i

iji ,,1,*

11

      [17] 

 y para aquel bien j que en [17] obtenga > se aplica pj=0.     [18] 
En definitiva, serán bienes libres aquellos para los cuales *j , es decir, j tal que 

iji

m

i

iji aqbq *

1

, n,1,j .      [19] 

2. Pero, además, la expresión [14] tiene una implicación adicional.  

Si mqqQ ,,1  y 

mnm

n

n

bb

bb

bb

B

1

221

111

es obvio que BQ es una réplica de QA . Si 

QB representaba el output total obtenido en ese período, BQ representa la totalidad de 
bienes producidos en ese período y que, dado el supuesto (v), actuarán como input en el 
siguiente, por lo que serán éstos los bienes requeridos para poder mantener la producción 
en el siguiente período. Es decir, representa exclusivamente lo que va a ser utilizado para 
garantizar la producción en el futuro. Además, J. Von  Neumann también opera con los 
supuestos (iv) y (ix), tal que en todos los períodos se tiene que verificar que las relaciones 
entre las intensidades factoriales permanecen constantes, al igual que las relaciones entre 
los procesos productivos. Eso implica que, para que exita crecimiento equilibrado según J. 
Von  Neumann 

1ij

ij

1ij

ij

b

b

a

a
 y 

1ij

ij

1ij

ij

q

q

q

q
,      m,1,i , n,1,j ,   [20]

y esto implica que
hQQquetalh 0 .       [21] 

Por ello, 

A
h

B
1

* ,         [22] 

lo que implica que 
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ijij a
h

b
*

, m,1,i , n,1,j       [23]

Según expone el propio J. Von  Neumann no van a existir cambios en la estructura 
productiva. Las intensidades factoriales permanecen constantes. Es por ello por lo que B

realmente es una réplica de A. Recoge la distribución de bienes máxima posible pero a su 
vez necesaria para poder generar un crecimiento equilibrado para el siguiente período.
Si QB  es el total de lo producido dados los diferentes j existentes y que podrían ser 

empleados en períodos posteriores, BQ  representa lo que realmente se empleará dado 
que el sistema económico solo “aprovecha” QA* . Por [10] y [11] en QB existirán
excesos de producción o bienes libres que no se emplearán para aquellos bienes que 
presenten *j .

 Dado que con n,,min* 1 , se tiene garantizada una matriz B que es una 
réplica de A . Se podrán seguir usando los mismos procesos productivos indefinidamente, a la 
vez que se garantiza un output en el futuro que es una réplica del obtenido en cada período 
anterior. Como B  es una réplica de A  y la economía crece siempre a la misma tasa *, en 
el modelo J. Von  Neumann la tecnología permanecía constante durante todos los períodos 
con el objeto de mantener ese crecimiento equilibrado. Una vez decidido el proceso 
productivo a llevar a cabo y la intensidad con que se ejecutaría, los distintos coeficientes de los 
inputs aij permanecían fijos para cada proceso productivo y el output que se debía generar 
debería ser aquel que garantizase que todos y cada uno de los ijb fuesen igual de 

proporcionales a sus respectivos aij . Las intensidades factoriales relativas permanecían 
constantes, todos los bienes crecían indefinidamente a la misma tasa, pero esa tasa quedaba ya 
fijada en el primer período dada la tecnología inicial y venía determinada por la capacidad 
tecnológica del primer período. Podían crearse bienes en exceso, pero no entrarían como 
input en el período siguiente. Serían bienes libres. Además, había un límite para el crecimiento 
que venía fijado, precisamente, por aquel bien que era más difícil de reproducirse. En el 
modelo de crecimiento equilibrado de J. Von  Neumann parecía no haber espacio para un 
cambio tecnológico o un progreso técnico y el crecimiento máximo posible estaba acotado 
por la tasa de crecimiento del bien con menor tasa de crecimiento.

3. EL PROGRESO TÉCNICO EN EL MODELO DE VON NEUMAN 

 En el apartando anterior se demostraba que el supuesto de constancia en las 
intensidades relativas de los distintos procesos productivos y el supuesto de constancia en las 
intensidades factoriales de cada proceso productivo a lo largo del tiempo, provocaba que 
todos los bienes debían crecer a la misma tasa en todos los períodos de tiempo para que el 
sistema económico pudiese replicarse indefinidamente y así obtener un crecimiento 
equilibrado. En este apartado demostraremos que el supuesto de intensidades factoriales 
constantes no implica que no pueda existir Progreso Técnico. Bajo determinados supuestos 
demostraremos que la existencia de una tasa de crecimiento equilibrada en el modelo 
multisectorial de J. Von Neumann es compatible con la existencia de Progreso Técnico. 
Demostraremos, asimismo, que la tasa de crecimiento que se consigue bajo el supuesto de 
Progreso Técnico tiene un mínimo que coincide con la tasa de crecimiento equilibrado sin 
Progreso Técnico. 
 Para ello consideraremos que ya ha transcurrido un período y que se han verificado las 
condiciones [13] a [16] de crecimiento equilibrado, por lo que ya existe un B tal que verifica 
[22] y se cumple la expresión [20] relativa a la constancia en las intensidades relativas de los 
factores y procesos productivos a lo largo del tiempo. 

9

analise economica 26.qxp  11/12/2003  16:28  PÆgina 9



 Se inicia un nuevo período en el que existe un avance tecnológico que permite obtener 
una matriz C de coeficientes cij , m,1,i , n,1,j .

Definición: Se define Progreso Técnico como la introducción en el sistema económico 
de nuevos métodos productivos que generan para el mismo volumen de input dado 
incrementos en la producción, debidos a incrementos en la productividad de todos o algunos 
de los factores de producción superiores a los que se obtendrían con la tecnología del periodo 
anterior.

En particular, existirá Progreso Técnico cuando el output de cada bien supera al que se 
habría obtenido en el caso de operar con la tecnología del período anterior j , es decir: 

m

i

ijij

m

i

iji bqcq

11

, n,1,j ,      [24] 

0j tal que
m

i

ijijj

m

i

iji bqcq

11

1 ,    [25]10

siendo j  la innovación tecnológica en los procesos productivos del bien j que cumple la 

Definición de Progreso Técnico , por lo que expresado en matrices tenemos 

11

22

11

1

111

1

1

111

1

100

010

001

,,,,

mnm

n

m

mnm

n

m

bb

bb

qq

cc

cc

qq

           [26] 
Aparentemente, la definición de Progreso Técnico representada por la existencia de 

j es muy abierta, dado que sólo se impone la restricción de que el output de cada bien debe 

superar a su input en un coeficiente superior al que existiría en el caso de no aplicarse el 
Progreso Técnico j . Sin embargo, con el objeto de demostrar que con Progreso Técnico 

puede seguir existiendo una tasa de crecimiento equilibrado, tal que en cada período la matriz 
de output es una réplica de la matriz de output del período anterior, se ha optado con 
considerar como matriz de inputs la matriz B obtenida en el período anterior y que cumplía 
la condición de crecimiento equilibrado. Con ello se está considerando de forma implícita que 
en el nuevo período sea cual sea el Progreso Técnico que se aplique, siempre se deben 
mantener constantes las intensidades factoriales de cada proceso productivo, de lo que se 
deriva que j realmente está representando un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks. 

Para que pueda existir crecimiento equilibrado según J. Von Neumann y, que por lo 
tanto, todo el sistema pueda crecer indefinidamente, la matriz diagonal integrada por los 

ii 1 debe ser tal que se verifique que 
m

i

iji cq

1

  debe ser proporcional a 
m

i

ijibq

1

, n,1,j ,    [27]

siendo iq  la intensidad con  la que se repetirán los procesos productivos en el período de 

tiempo que se inicia y ijc  los coeficientes de output obtenidos en ese periodo pero que 

cumplen el supuesto (iv) y, por ello, garantizan el crecimiento equilibrado para el siguiente período. 

                                                
10 En los mismos términos que lo apuntado previamente, y por analogía con el modelo de J. Von Neumann, 

se ha optado por operar con j ante la posibilidad de operar con ij diferentes para cada proceso y para 

cada bien. El empleo de uno u otro coeficiente no alterará los resultados sobre la tasa máxima de crecimiento 
equilibrado.
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 Esto sólo será posible si dicha matriz diagonal tiene todos sus componentes iguales, es 
decir,

existe crecimiento equilibrado con Progreso Técnico si 0*  tal que 
m

i

iji

m

i

iji bqcq
11

*1* , n,1,j ,    [28]

cumpliendo iq y ijc  los supuestos (iv) y (ix) y donde

1* ,          [15] 

nj

aq

bq

m

i

iji

m

i

iji

n ,,1,min,,min*

1

1
1 ,    [16] 

y dado que por [25] 0j , la expresión [28] se verifica para 

nj

bq

cq

m

i

iji

m

i

iji

n ,,1,

*

min,,min*

1

1
1 .    [29]11

 De estas expresiones se deduce que se puede seguir obteniendo una tasa máxima de 
crecimiento equilibrado aunque se incorpore un progreso tecnológico que genere que la ratio 
output/input varíe de un período a otro12. La única condición es que todos los bienes estén 
sujetos a avances tecnológicos que impliquen incrementos en su output. Al igual que ocurría 
con el valor de * , el valor de *tiene que ser igual al menor de todos los j para poder 

garantizar un nivel y una distribución de output necesaria para actuar como input en el 
período siguiente. En cualquier caso, el nivel de Progreso Técnico que garantiza un 

                                                
11Si, en lugar de haber operado con j se hubiera considerado ij , el ij que garantizase el crecimiento 

equilibrado sería igual a 

njmi

bq

cq

m

i

iji

m

i

iji

ij ,,1,,,1,

*

minmin*

1

1 .

12 Sin Progreso Técnico, en crecimiento equilibrado para cada período, se puede obtener la ratio 

*

1

1

ij

m

i

i

ij

m

i

i

j

j

aq

bq

input

output
, n,1,j .

Con Progreso Técnico, en crecimiento equilibrado para cada período, se obtiene la ratio 

*1*

1

1

ij

m

i

i

ij

m

i

i

j

j

bq

cq

input

output
, n,1,j .
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crecimiento equilibrado es aquel que toma el valor de *. Al tener que aplicarse un *  igual 
para todos los bienes, todos ellos deben ser susceptibles a la aplicación de las diferentes 
mejoras tecnológicas. Sin embargo, esta condición no implica que el progreso técnico tenga 
que ser igual en todos los bienes. Pueden existir diferentes mejoras en los diferentes bienes, 
con diferentes incrementos en la producción de cada uno de ellos. Es decir, el sistema 
económico permite que, por las expresiones [25] y [29], puedan existir 

m

i

iji

m

i

iji bqcq

11

*1* , n,1,j .    [30] 

Existirían, en ese caso, bienes en exceso que no se utilizarían en la producción en los 
períodos siguientes. Serían, de nuevo, bienes libres por la aplicación de la siguiente Regla de Von 
Neumann:

m

i

iji

m

i

iji bqcq

11

*1* , n,1,j      [31]

y para aquel bien que en [31] obtenga > se aplica pj=0.     [32]
 Por lo tanto, con Progreso Técnico, puede seguir existiendo crecimiento equilibrado 
bajo la condición de que todos los bienes vean incrementada su producción como 
consecuencia de los diferentes avances tecnológicos. 
 Pero de las expresiones [27] a [32] se extrae una conclusión adicional: dado que en 
crecimiento equilibrado se aplican los mismos *y *para todos los bienes y como -por la 
aplicación de los supuestos (v) y (ix)- Q y Q son proporcionales, 

C tal que B
g

C
1

*)1(*       [33]

donde B  y C son proporcionales, siendo g, el factor de proporcionalidad entre Q y Q , C la
matriz mxn de coeficientes de output )( ijcc necesarios para poder replicar la producción en 

el siguiente período y obtenidos dada la tecnología inicial *y el avance tecnológico *, y en 

donde ijij b
g

c
1

*1* .

También se verifica que se mantienen las intensidades factoriales relativas de los inputs 
constantes, es decir, 

1ij

ij

1ij

ij

1ij

ij

c

c

b

b

a

a
        [34] 

Ello implica que el sistema económico seguiría creciendo de forma equilibrada 
adoptando continuamente Progresos Técnicos Neutrales tipo Hicks. Esto significa que pueden existir 
diferentes Progresos Técnicos Neutrales tipo Hicks a lo largo del tiempo y seguir 
manteniéndose la condición de crecimiento equilibrado de J. Von  Neumann. Por la expresión 
[25] y por la aplicación de la Regla de los bienes libres [31] y [32] no es necesario que exista el 
mismo Progreso Técnico Neutral tipo Hicks para cada bien y en todos los períodos de 
tiempo. La Regla de los bienes libres permite que se produzcan bienes en exceso. Si, en el período 
siguiente, algún output ahora input no es necesario, se convertiría en un bien libre. Por ello, 
cualquier incremento de output con el mismo input es incorporable. El Progreso Técnico 
genera una matriz de output C que no tiene porqué coincidir con la que necesita el sistema 
económico para poder replicarse C . Seguirá existiendo crecimiento mientras exista la 
cantidad mínima de inputs que permita llevan a cabo todos los procesos productivos en las 
proporciones fijadas. Ahora bien, sea cual sea el Progreso Técnico Neutral de Hicks que se 
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incorpore, por las expresiones [28] y [34] se extrae que el automáticamente adopta el sistema 
económico es el menor de todos en cada período13.
 Por otra parte, también se comprueba que, dado que 0j , la tasa máxima de 

crecimiento equilibrado con Progreso Técnico es, obviamente, siempre superior a la tasa 
máxima de crecimiento equilibrado sin Progreso Técnico. La tasa máxima de crecimiento 
equilibrado con Progreso Técnico está acotada inferiormente y el límite inferior es, 
precisamente, la tasa máxima de crecimiento equilibrado sin Progreso Técnico dado que: 

0j , n,1,j , **1*     [35] 

 El Progreso Técnico permite superar la restricción de que la tasa máxima de 
crecimiento equilibrado venga determinada precisamente por la tasa de crecimiento del bien 
con menor tasa de crecimiento. 

La senda de crecimiento equilibrado con y sin Progreso Técnico 
 Cuando no existe Progreso Técnico, en una situación de crecimiento equilibrado, el 

output crece inicialmente a la tasa *que se fijó dada la tecnología inicial. Como no existe 
cambio tecnológico, todos los períodos se repite la misma situación tal que el output de 
equilibrio de cada período es * veces el output del período anterior. Por eso si definimos 

*
tY  como el nivel de output de equilibrio que se obtiene aplicando la tasa de crecimiento 

equilibrado en el período t, k,0,t y si -dado que las intensidades relativas de los procesos 
productivos permanecen constantes- se asume el caso particular en que  

QQQQ ttt 11   se verifica: 

QAXY0 ,         [9] 

0
*

1 ** YQAXXBQY ,       [35] 

0
22*

2 *** YQAXXBQY .      [36] 
 En general, 

0
* ** YQAXY

kt
t .       [37] 

 Por ello, para cada período: 

*
*

1

*

*
1

*
2

0

*
1

t

t

Y

Y

Y

Y

Y

Y
, con 0

*
0 YY  ,     [38] 

mientras que la tasa de crecimiento acumulada para cualquier período sería : 

tt

Y

Y
*

0

*

         [39] 

 En cambio, con Progreso Técnico, aún partiendo de la misma situación inicial, y 
considerando que se produce un cambio tecnológico en el segundo período de tiempo, el 
nivel de output en equilibrio así como “el factor de crecimiento de cada período” y la tasa 
acumulada serían: 

                                                
13 Debe indicarse que, si bien bajo el punto de vista analítico, es posible la incorporación de cualquier tipo de 
Progreso Técnico, la condición de crecimiento equilibrado descrita en el modelo de J. Von Neumann implica, 
obligadamente, que el tipo de Progreso Técnico que únicamente pueda ser incorporado sea el Progreso 
Técnico Neutral de Hicks, dado que el crecimiento equilibrado implica constancia en las intensidades relativas de 
los coeficientes utilizados en cada proceso productivo. Cualquier otro tipo de Progreso Técnico rompe con 
esta condición dado que el modelo de J. Von Neumann considera que si se modifican las intensidades 
relativas de los coeficientes utilizados en el proceso productivo, se tendría que hablar de un nuevo proceso 
productivo. En consecuencia, la definición de crecimiento equilibrado de J. Von Neumann no tendría sentido. Ya 
no sería necesario en cada periodo garantizar un output proporcional al input, dado que el Progreso Técnico 
incorporado podría suponer ahorro en algunos de los inputs. Por ello, la inclusión de cualquier otro tipo de 
Progreso Técnico pasa obligadamente por modificar el concepto de crecimiento equilibrado. 
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QAXY0 ,         [9] 

0
*

1 ** YQAXXBQY ,       [40] 

0
*
2

2*
2

2*
2

*
2 1*1*1* YQAXXBQY ,   [41] 

0

2*
2

3*
2

*
2

*
3 1*1* YYY .      [42] 

 En general, 

0

1*
2

* 1* YY
tt

t ,        [43] 

donde *
2 representa la innovación tecnológica que se genera en el período 2 y que cumple 

[29]. Además: 

*
2*

1

*
*
2*

2

*
3*

2*
1

*
2

0

*
1 1*1*1**

k

k

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y
,  [44] 

0,*1* *
2

1*
2

0

*
tttt

Y

Y
, k,1,t    [45] 

Las expresiones [35] a [45] permiten comprobar que cuando no existe Progreso 
Técnico el factor de crecimiento de cada período es constante, por lo que la ratio 
output/input no varía. Existe una senda de crecimiento uniforme a lo largo de todos los 
períodos que describe una expansión geométrica del sistema. Con Progreso Técnico, en 
cambio, el coeficiente de expansión varía en el período en que se genera el Progreso Técnico, 
por lo que la ratio output/input varía entre ese período y el anterior. Se obtiene nuevamente 
una expansión geométrica de todo el sistema pero, a partir del momento en que se produce el 
Progreso Técnico, a un nivel superior y con un factor de crecimiento más elevado. El 
crecimiento acumulado es superior con Progreso Técnico y la diferencia es, precisamente, el 
Progreso Técnico generado en el segundo período. 

*Y       

        (S.P.T.) 
*

0Y      

*
1

*

t

t

Y

Y
     

*
0

*
1

Y

Y

GRAFICO 1 
Una posible senda de crecimiento máximo 

equilibrado con progreso técnico en el segundo 
período (P.T.2) y sin progreso técnico (S.P.T.). 

GRAFICO 2 
Una posible senda de factores de crecimiento 
máximo equilibrado sin progreso técnico, con 
progreso técnico en el período 2 (P.T.2), y con 
progreso técnico en varios períodos (P.T.V).

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10

(P.T.2)
(P.T.V)

(P.T.2)
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La representación gráfica de las sendas de crecimiento en ambos casos permite 
obtener una referencia visual sobre las diferencias entre el crecimiento equilibrado con 
Progreso Técnico y sin Progreso Técnico14.

Si existe un cambio tecnológico, a partir del momento t2 ya se dispone de una nueva 

tecnología que permite que el sistema se expanda con el coeficiente *
21* . Se genera un 

salto que determina valores de Y* en cada período superiores a los que existirían en el caso de 

no haberse producido el cambio tecnológico. Como consecuencia, el valor de la ratio
*

1

*

t

t

Y

Y
 es 

superior a partir del período 2 y se mantiene a ese nivel. Cuando se considera que pueden 
existir diferentes cambios tecnológicos en diferentes períodos de tiempo los resultados 
cambian ligeramente. Con progresos técnicos diferentes en cada período, se pierde la 
propiedad de expansión geométrica uniforme del sistema económico, dado que para cada 
período la ratio output/input varía en función de los avances tecnológicos de cada período. Se 
obtiene una ruta en la que la tasa de expansión del sistema puede variar para cada período, tal 
como se refleja en el gráfico 2 por la línea P.T.V. En este caso, se siguen cumpliendo [9], [40] y 

[41] para 0Y , *
1Y e *

2Y . Sin embargo: 

0
*
3

2*
2

3*
2

*
3

*
2

*
3 11*11* YYY ,    [46] 

0
*2*

3

1*
2

* 111* YY k

kkk
k ,     [47] 

y las tasas de crecimiento, tanto para cada período como la acumulada, serían 
k

t

t

k

k

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

2

*

*
1

*
*
3

*
2*

2

*
3*

2*
1

*
2

0

*
1 1*11*1** ,

           [48] 
t

l

lt
l

t
t

tttt

Y

Y

2

1*2*
3

1*
2

0

*

1*111* , [49] 

siendo,

ttt
t

l

lt
l

t
*1*1*

1
2

2

1 , k,1,t ,  [50] 

si existe algún 0*
l .

4. LA REGLA DE LA RENTABILIDAD 

Debe recordarse que *
21* 15 es un factor de expansión máximo del sistema 

económico en cada período que permite el crecimiento equilibrado. Pero el que sea un valor 
máximo no significa que el sistema económico vaya a crecer a dicha tasa. Es decir, las 
expresiones [15],[16], [29], [31] y [32] están marcando una restricción. Recogen todo un 
conjunto de factores de crecimiento viables en el que *1*  es el máximo posible. Para 

                                                
14 Para la elaboración de las rutas de crecimiento equilibrado de los gráficos 1 y 2 se ha considerado =1.2,

2 =1.1 y, adicionalmente, en el caso de la ruta P.T.V., t igual a 1.1, 1.2, 1.1 y 1.1 en los períodos 3, 4, 7 y 

10 respectivamente. 
15 O, en términos análogos, cuando existen diferentes progresos tecnológicos en diferentes periodos de 

tiempo,
k

t

t

2

*1* .
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poder determinar realmente el coeficiente de expansión del sistema es necesario un segundo 
criterio de elección que permita seleccionar una tasa de crecimiento de todas las viables. El 
segundo criterio introducido por J. Von  Neumann, en términos análogos a la Regla de los bienes 
libres es la denominada Regla de la rentabilidad. Dicha regla, para el período en que no hay 
Progreso Técnico vendría dada por: 

n

j

jijj

n

j

ij papb

11

* mi ,,1      [51] 

y para aquel proceso i que en [51] obtenga < se aplica qi=0,     [52] 
teniendo presente que:

0jp ,         [53] 
n

j

jp

1

0 .         [54]16

 Esta Regla viene a indicar que en equilibrio sólo se emplearán aquellos procesos 
productivos que obtengan un beneficio igual a cero una vez pagado el tipo de interés del 
sistema económico * . Si el beneficio fuese inferior, ese proceso no sería rentable por lo que 
no se emplearía, lo que provoca que qi=0 para ese proceso17.
 Esto implícitamente indica que cada proceso productivo puede generar una 
determinada rentabilidad que no tiene porqué coincidir con la tasa de interés del sistema 
económico.

i tal que j

n

j

n

j

ijijij papb

1 1

, mi ,,1 .    [55] 

Expresándolo de forma matricial tenemos: 

nmnm

n

n

nmnm

n

n

p

p

p

aa

aa

aa

mp

p

p

bb

bb

bb

2

1

1

221

111

2

1

2

1

1

221

111

00

00

00

.  [56] 

Dado que existen diferentes i , para garantizar el máximo crecimiento es necesario 
que la tasa de rentabilidad de los procesos productivos seleccionados sea la máxima de todos 
los procesos productivos disponibles, lo que implica que: 

n

j

jij

n

j

jij

m

pa

pb

1

1

1 max,,max* , mi ,,1 .   [57] 

Si consideramos que existe un Progreso Técnico en el periodo 2, la tasa de rentabilidad 
de los procesos productivos elegidos deberá ser: 

n

j

jij

n

j

jij

m

pb

pc

1

1

1 max,,max* , mi ,,1 ,   [58] 

                                                
16 Para evitar aquella situación en que 01 npp
17 Beneficios superiores no serían posibles dado que un beneficio positivo atraería a competidores a usar ese 
proceso productivo y no existiría equilibrio. 
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dado que, en este caso la Regla de Rentabilidad vendría dada por: 
n

j

ijj

n

j

ijj bpcp

11

*1* , mi ,,1      [59]

y para aquel proceso que en [59] obtenga < se aplica qj=0     [60]
siendo * la tasa máxima de rentabilidad de los procesos productivos en el período en que se 
produce Progreso Técnico. 

5. EL CRECIMIENTO EQUILIBRADO 

 El modelo asume que ija , ijb  y ijc están dados, mientras que los valores de *  y *

son desconocidos, por lo que * y *  también lo serán. Por ello, se debe resolver el 
problema expresado por [5], [6], [17], [18], [31], [32], [51]-[54], [59] y [60] teniendo en cuenta 
[16] y [29]. 
 La resolución de este sistema es muy similar a la de J. Von  Neumann, por lo que a 
continuación se expone brevemente para el caso de que exista Progreso Técnico. 

Sea '*Q un vector de procesos productivos cualquiera *,*,1 mqq  del periodo 1 en 
el que se desarrolla un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks, cada uno de los cuales verifica las 
expresiones [5] y [6], por lo que 

0*iq ,         [5’] 

0*

1

m

i

iq .         [6’] 

De forma análoga, sea *P  un vector de precios *,*,1 mpp  del periodo 1 en el 
que se desarrolla un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks, cada uno de los cuales verifica las 
expresiones [53] y [54], por lo que 

0*jp ,         [53’] 
n

j

jp

1

0* .         [54’] 

Sea:

m

i

n

j

jiji

m

i

n

j

jiji

ji

pbq

pcq

PQ

1 1

1 1

**

**

**, .      [61] 

Y sean, además, mqqQ ,,1  y nppP ,,1 , las soluciones hipotéticas. 
 En ese caso, bajo las condiciones descritas en la Regla de los bienes libres y la Regla de la 
rentabilidad se obtiene que: 

*, PQ  alcanza su valor mínimo para *P  si PP*  ,   [62] 
PQ *,  alcanza su valor máximo para *Q  si QQ * ,   [63] 

y, dados, [29], [31], [32], [58], [59] y [60] se obtiene: 

pq

pbq

pcq

n

j

j

m

i

iji

n

j

j

m

i

iji

,*1*

1 1

1 1       [64] 

y
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pq

qpb

qpc

n

j

i

m

i

jij

n

j

i

m

i

jij

,*

1 1

1 1 .      [65] 

Se verifica, por tanto, que 
PQ ,**1* ,       [66] 

al igual que ocurre en el modelo de J. Von  Neumann sin Progreso Técnico. La tasa máxima 
de crecimiento equilibrado con Progreso Técnico y la Rentabilidad mínima del sistema 
coinciden.

6. CONCLUSIONES 

 En 1937 J. Von Neumann publicaba un innovador trabajo en el que presentaba un 
modelo de crecimiento económico que, no sólo era multisectorial, sino que además, no 
imponía restricciones sobre las formas funcionales que determinaban el output en cada 
período. En cambio, sí introducía otros supuestos muy restrictivos: constancia en la intensidad 
con que se empleaban los diferentes procesos productivos y que cada proceso conllevase una 
determinada combinación de inputs. Ello implicaba que, para que pudiera existir un 
“coeficiente de expansión del sistema económico”, todos los bienes deberían aparecer en el 
sistema económico en las mismas proporciones. Lo que se necesitaba en cada período debía 
ser una réplica de lo que se necesitó en el período anterior. En definitiva, el sistema 
económico se perpetuaba y prolongaba siempre en las mismas proporciones y a la misma tasa. 
Sin embargo, en este trabajo, se demuestra que esa tasa de expansión del sistema económico 
no tiene por qué ser la misma en todos los períodos de tiempo. Si existe Progreso Técnico, la 
tasa puede cambiar. Ahora bien, si se quiere garantizar el crecimiento equilibrado y mantener 
los supuestos del modelo multisectorial de J. Von  Neumann, las intensidades factoriales 
deben permanecer constantes en todos los períodos. Eso implica que el único Progreso 
Técnico compatible con el modelo de J. Von  Neumann es el Progreso Técnico Neutral según 
Hicks. Cualquier otro tipo de Progreso Técnico implica cambios en las intensidades factoriales 
de los inputs, por lo que, para que sea factible su incorporación dentro del modelo de J. Von  
Neumann, habría que romper con su definición de crecimiento equilibrado y buscar una definición 
alternativa que, sin embargo, permita el crecimiento sostenido del sistema económico. 
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