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CRECIMIENTO CON PROGRESO
TECNICO EN EL MODELO DE
JOHN VON NEUMANN

RAQUEL DiAz VAZQUEZ

ABSTRACT

In this paper we analyse the effects of including Technological Progress in the origi-
nal John Von Neumann's Model. First, we show that it is possible to eliminate the
assumption of constant technology of the von Neumman's original model maintai-
ning the conditions of "balanced growth". As result, we show that it is possible to
obtain a rate with "balanced growth" for the economy expanding with Technological
Progress. Also, we show that the expanding economy rate with Technological
Progress has a minimum which is the maximum expanding economy rate without
Technological Progress. So, this paper is the first step in a new line of research in
multi-sector economic growth models, and where there is not restrictions about the
functional form between input and output. These two are the most important diffe-
rences between this model and the Solow's model.

Keywords: Multi-sector economic growth model, Technological Progress, Balanced
growth.

RESUMEN

En este trabajo se analizan los efectos de la inclusion del Progreso Técnico en el
modelo de crecimiento de J. Von Neumann. En primer lugar, se demuestra que es
posible eliminar el supuesto de tecnologia constante con el que opera J. Von
Neumann y mantener al mismo tiempo las condiciones necesarias para que exista
"crecimiento equilibrado". Como resultado, se obtiene una senda de "crecimiento
equilibrado" para una economia que se expande gracias al Progreso Técnico.
Ademas, se comprueba que estas tasas de crecimiento con Progreso Técnico tienen
un minimo que es, precisamente, la tasa maxima de crecimiento de la economia sin
Progreso Técnico. Este trabajo representa el primer paso dentro de una nueva linea
de investigacion con modelos de crecimiento multisectoriales en los que, adicional-
mente, no se impone ninguna restriccion en cuanto a la forma funcional que relacio-
ne el input con el output. Estas son las dos grandes caracteristicas que lo diferencian
del modelo tradicional de Solow.

Palabras clave: Modelo de crecimiento multisectorial, Progreso Técnico,
Crecimiento equilibrado.
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Universidad de Vigo, su apoyo y su ayuda, asi como sus sugerencias relativas a cuestiones matematicas de este
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1. INTRODUCCION

John Von Neumann destaca en el mundo econémico por sus descubrimientos en dos
campos fundamentales del andlisis econémico: Teorfa de Juegos y Crecimiento. De él se dice
que es el creador de la Teorfa de Juegos al publicar en 1928 su primer articulo sobre este tema'
y, en 1944, en colaboraciéon con Oskar Morgenstern, la Theory of Games and Economic Behavior.
Las formulaciones matematicas descritas en este libro han influido notablemente en el analisis
econémico a partir de entonces. Reinhard Selten -Premio Nobel de Economia en 1994 junto a
John F. Nash y John C. Harsanyi por sus avances en el andlisis del equilibrio en la Teorfa de
Juegos- reconoce en su autobiografia haber iniciado sus pasos en el analisis de la Teorfa de
Juegos a partir del libro de J. Von Neumann y Oskar Morgenstern. John C. Harsanyi publica
a primeros de los aflos cincuenta una serie de articulos siguiendo las funciones de utilidad en
bienestar econémico y en ética descritas por estos autores y Kenneth Arrow -Premio Nobel
en 1972- y Gerad Debreu —Premio Nobel en 1983- también se basaron en su axiomatizacién
de la teoria de la utildad para resolver problemas de Equilibrio General®.

Sin embargo, en 1937, J. Von Neumann también publicaba un innovador articulo
sobre el crecimiento econémico en un contexto de equilibrio general. Era un modelo
multisectorial en el que se demostraba que podia existir crecimiento en equilibrio bajo el
supuesto de la existencia de varios sectores en la economia. Permitfa tratar las consecuencias
de la naturaleza circular del proceso de produccién —en el que una mercancia podia ser
producida por medio de otras o incluso por si misma-. Desarrollaba una teorfa de los precios
determinados exclusivamente por el coste minimo de los bienes obtenidos a partir de otros
bienes y una teorfa de tipo de interés determinado por la mayor tasa de expansion posible del
sistema economico. Constitufa, ademas, el primer modelo riguroso y formal de la teorfa del
capital no agregado.

Ahora bien, la definicion de “ctecimiento en equilibrio” implicaba la obligada
incorporacion en el modelo de determinados supuestos muy restrictivos sobre la tecnologfa.
Su definicién de equilibtio era muy similar a la del estado estacionario en el sentido de que en
equilibrio se permite una expansién uniforme de todo el sistema. Los precios permanecian
constantes, las intensidades relativas de los distintos procesos de produccién no variaban y la
produccién de todos los bienes permanecia en la misma proporcion, aunque se permitfa una
tasa geométrica uniforme de crecimiento de todo el sistema. Ello parecfa implicar, ademads del
supuesto de condiciones de competencia perfecta en el largo plazo y de la existencia de
rendimientos constantes en cualquier proceso econémico —en el sentido de que cada proceso
puede llevarse a cabo a x veces su escala dada, sin aumentos o disminuciones en los costes por
unidad de “output”-, la necesidad de que la tecnologia permaneciese constante a lo largo del
tiempo. Como cada output generado en un determinado periodo de tiempo, setfa utilizado
como input en el siguiente periodo, debia aparecer en el sistema econémico en las mismas
proporciones y en la misma intensidad que en el perfodo anterior, para poder permitir la
expansién uniforme vy, por ello, “equilibrada” de todo el sistema. La definicién de crecimiento
equilibrado y la necesidad de que las intensidades relativas de los procesos productivos del
sistema permaneciesen constantes a lo largo del tiempo, llevaba aparejado de forma implicita
que las intensidades relativas de los inputs y, por tanto de los outputs —que setfan los inputs
del siguiente petiodo- fueran constantes. Este supuesto implicito de intensidades relativas
constantes de los inputs para todos los perfodos de tiempo “obligaba” a J. Von Neumann a
operar con el supuesto de Zecnologia constante de manera que para todos los bienes la ratio
output/input permanecia constante no sélo en cada petiodo para cada bien, sino también para

1<“Zur Theory del Gesellshaftspiele”, en Mathemathische Annalen.

2 Incluso los escritos de John F. Nash en este campo son posteriores al trabajo de los citados autores. J. Von
Neumann y Oskar Morgenstern ya habfan mostrado una solucién similar a la del “equilibrio de Nash”, aunque
exlusivamente para los juegos de suma cero.



todos los bienes durante todos los petiodos de tiempo. La “necesaria” incorporacién de este
supuesto y, por ello, la “imposibilidad” del tratamiento del Progreso Téenico en su modelo y sus
posibles efectos sobre la tasa maxima posible de crecimiento equilibrado del sistema generaba
numerosas ctiticas [Champernowne (1945-1946), Koopmans (1964)] y relegaba casi al olvido a
este precursor modelo de crecimiento multisectotial en un contexto de equilibrio general’.

Sin embatgo, como se vera en el presente trabajo, es posible demostrar que, bajo
determinados supuestos, la incorporacién del Progreso Técnico en el modelo de J. Von
Neumann es posible, sin que por ello se alteren las restantes condiciones necesarias para la
obtencién de una tasa de crecimiento equilibrado —bajo la definicién de “equilibrio” dada por
J. Von Neumann-. El supuesto de intensidades relativas constantes de los inputs a lo largo del
tiempo no “obliga” al supuesto de fecnologia constante. Para facilitar dichas demostraciones
recurriremos en este trabajo al calculo matricial, de manera que esta conversién del modelo
original de Von Neumann a términos matriciales asi como la construccion de la matriz de
output que garantiza el crecimiento equilibrado en cada perfodo serin los instrumentos
fundamentales que permitirdn ofrecer una clara vision del significado del erecimiento equilibrado y
sus implicaciones. En los mismos términos, la obtencién de las sendas de crecimiento
equilibrado con y sin Progreso Técnico permitirin comprobar las diferencias entre ambos
crecimientos equilibrados. Ademas, sera posible obtener una tasa maxima de crecimiento
equilibrado que dependera de la capacidad que ese Progreso Técnico tenga de generar
incrementos en el output. Adicionalmente, serd posible demostrar que la tasa de crecimiento
en equilibrio del sistema bajo la existencia de dicho Progreso Técnico tendrd un minimo, que
serd precisamente la tasa maxima de crecimiento en equilibrio del sistema bajo la inexistencia
de dicho Progreso Técnico.

Con este trabajo, lo que se proyecta, es retomar la linea investigadora iniciada por J. Von
Neumann, considerando modelos de crecimiento multisectoriales y en donde no se imponen
restricciones sobre el tipo de forma funcional que relacione el input con el output. Con ello, se
eliminan algunas de las restricciones que imponen los modelos tradicionales de crecimiento -
funciones Cobb-Douglas, dos factores de produccién (capital y trabajo), entre otros-.

2. LA TECNOLOGIA EN EL MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL DE VON
NEUMANN

El objetivo de este apartado es presentar, pero también, desarrollar y ampliar el
modelo original disefiado por J. Von Neumann con el objeto de determinar las implicaciones
de su definicién de “crecimiento equilibrads”. A difetencia de la versién original de J. Von
Neumann, en este trabajo se presentara el modelo también de forma matricial. La
construccion de las matrices de input y output pero, sobre todo, la del “output” requerido
para mantener la produccién en el siguiente periodo serd el instrumento bdsico que permitira
ofrecer una vision clara de las implicaciones sobre la tecnologfa que asume el modelo original.

Dos de las caracteristicas distintivas del modelo de crecimiento de J. Von Neumann
son, en primer lugar, la existencia de  factores de produccion y # bienes dentro del sistema
econémico en cada perfodo de tiempo, en lugar de los 2 habituales —capital y trabajo- y, en
segundo lugar, la naturaleza circular del proceso de produccién, en donde cada bien, para ser
producido, requiere determinadas cantidades del resto de bienes o incluso de parte de s
mismo. De ello se deduce que el bien X, es elaborado con la ayuda del bien X, y, en ese
mismo petfodo, el bien X, es a su vez elaborado con la ayuda del bien X,.

3 Pese a las complejidades matematicas del modelo de J. Von Neumann, existieron varios intentos de telajar
algunos o varios de los supuestos implicitos en dicho modelo. Destaca la realizada por Dorfman, Samuelson y
Solow (1958) en la que se acepta la existencia de un stock de capital dado disponible al inicio del periodo en
consideracién, pero en el que se sigue manteniendo el supuesto de tecnologia constante de produccion.



Por ello, J. Von Neumann supone que existen # bienes X,..,X, que pueden ser
elaborados por  procesos productivos F,...I,, en donde cada proceso productivo F,

m

i=1,...,m, se define como una aplicacién de los diferentes bienes X/ Jj=1,...,n,tal que:

n n
F; Zainj - Zb;ij: i=1,..,m [1]
= =

en donde 4; se definen como los requetimientos unitarios necesarios (input) del bien ; en el
proceso 7y b; como el coeficiente obtenido (output) del bien / en el proceso 7

Si recurrimos al calculo matricial, este sistema econémico, en términos de procesos
econdémicos, input y output, descrito por J. Von Neumann en [1] podrfamos expresatlo
como:

F (AX)=BX, 2]
siendo
F app dp ot dp by by by, X
F b b .. b X
Fe m ’ A= a.21 a?z . a?n , B= ?1 %2 ) 2.n y X = .2 ) [3]
Fm Ay Am2 An bml bm2 bmn Xn

Debe insistirse en que la columna jésima de la matriz 4 representa el total de
requerimientos productivos unitarios de cada bien ;j que exigen todos los procesos
productivos, j = 1,...,n o y la fila /~ésima representa el total de requerimientos unitarios de todos
los bienes que exige cada proceso productivo 4 i =1,...,m ® En los mismos términos, la columna
Jj-ésima de la matriz B representa el total de cantidades producidas del bien 5 j=1,....n, en
términos de coeficientes que generan todos los procesos productivos v la fila /¢ésima representa el
total de cantidades producidas de todos los bienes expresadas en coeficientes que genera cada
proceso productivo z i =1,...,m.

Dada la totalidad de bienes existentes en la economia en cada petiodo de tiempo, cada uno
de estos procesos productivos F; se empleara en unas determinadas intensidades q; i = 1,...,m, por lo
que la produccién total que se obtiene en cada petiodo en la economia sera igual a:

Fl
m F2
Y:zti‘i :(ql>q2>'~-7qm : :QF, [4]
P :
Fm
siendo Q:(qlaq27'--aqm)’con
q; 209, 3]
2407, @
i=l1

e Y el total de bienes en cada periodo de tiempo.
Dados [2] y [4] podemos definir:

m
Zqiaij * total de requerimientos del bien j, j = 1,...,n [7]

i=l1

+ En este sentido, la columna 1 indicarfa lo que requieren del bien 7 los distintos procesos productivos desde
el 7 hasta el 7.

5> Andlogamente, la fila 1 reflejaria las cantidades que el proceso 7 necesita de todos los bienes desde el 7 hasta
el bien 7.

6 El caso particular en el que ¢; = 0 indicarfa que ese proceso i no seria utilizado, i =1,...,m.

7 Para evitar aquella situaciéon enla que ¢ =---=¢,, = 0.



(dado que representa el producto de la matriz Q por cada columna de la matriz A4) y

Zqibij : total producido del bien j, j = 1,...,n [8]

i=1

(dado que representa el producto de la matriz Q por cada columna de la mattiz B).

Por lo que si denotamos por los subindices 0y 7 la totalidad de bienes existentes al

inicio y final del primer periodo, respectivamente, una vez llevado a cabo todos los procesos
productivos obtenemos:

m n
Yo =D diayx; = 04X

Y

i=1 j=1 [9]

m n
=2 D dibyx; = OBX

i=1 j=I

La descripcion del sistema econémico recogido en las expresiones [1] a [9] implica la

asuncion de varios supuestos, implicitos o ya explicitos en el modelo de J. Von Neumann:

0
(i)

(i)

(i)

Los bienes de capital figuran en ambos lados de la aplicacién, es decir, son tanto
un input como un output del proceso productivo,

cada proceso dura una unidad de tiempo, por lo que si existen procesos
productivos que requieren una mayor duracion, se dividen dichos procesos en el
tiempo las veces que sean necesarias para obtener el bien final y cada uno de los
bienes obtenidos en cada subproceso se consideran inputs intermedios necesarios
para la elaboracion del bien final,

cada subproceso del supuesto (#) es considerado un proceso en si mismo, por lo
que los inputs tequeridos en estos nuevos procesos serdn "factores naturales de
produccién”, bienes finales obtenidos en los restantes procesos productivos
llevados a cabo en el petiodo anterior, o bienes intermedios, y el output obtenido
serd a su vez un nuevo bien intermedio o el producto final,

a..
. . I/
para Cada pI'OCCSO productlvo las relaciones v

permanecen constantes,
dij+1

j=1,...,n. Ello implica que las intensidades factoriales en cada proceso 7 no
varfan, i=1,...,m. Variaciones en dichas intensidades implicarfan un nuevo
proceso. Este es uno de los supuestos fundamentales y mads restrictivos del
modelo de J. Von Neumann. Cada proceso productivo requiere una determinada
combinacién de inputs que no se puede modificar. Una vez elegido un proceso
productivo, no se permiten variaciones en las intensidades factoriales relativas del
mismo, por lo que se perpetian a lo largo del tiempo.

El modelo hasta ahora descrito refleja un sistema econémico en un periodo de tiempo

determinado en el que se permite la transformacion de unos bienes en otros bienes. Para que
se pueda hablar de crecimiento econémico es necesario definir las relaciones input-output que
se deben mantener a largo de los diferentes periodos. Si, ademas, lo que se persigue es un
"erecimiento equilibrade” tal que se pueda justificar un crecimiento del output continuo y
permanente, las relaciones input-output que se deben establecer son mas complejas, pero a su
vez, mas restrictivas. Por ello, J. Von Neumann —con el objeto de encontrar aquella tasa que
permita el maximo crecimiento posible del sistema econémico pero de forma que con lo
producido en cada perfodo se garantice el crecimiento de la produccién en el siguiente-
incorpora de forma explicita o implicita los siguientes supuestos:

®)

El input de un periodo sera el output del periodo anterior. Es el supuesto clave de
su modelo. Se estd considerando con ello una economia cerrada en la que los
requerimientos productivos para determinados bienes no puedan provenir del
exterior. Para la produccién de cualquier periodo sélo se puede partir de lo
producido en esa economia en el periodo anterior. Esto implica que en cada



petiodo de tiempo deben existir una serie de procesos productivos capaces de
generar el output necesario en cuanto a intensidades relativas y proporciones
relativas que, al ser utilizados como inputs en el siguiente perfodo de tiempo,
garanticen a su vez la elaboracién de un output que mantenga la misma estructura
en cuanto a proporciones relativas e intensidades que el output del perfodo
anterior. S6lo en ese caso se podria hablar de crecimiento equilibrado.

(v2) Los factores de produccién pueden crecer de forma ilimitada. Este supuesto no
implica que en cada periodo, las cantidades de cada input requeridas o las
generadas por los diferentes sistemas productivos sean ilimitadas. Al contrario,
dado que se parte de la existencia de un numero de bienes limitados al inicio del
proceso, las cantidades de output que se obtienen en cada proceso productivo son
limitadas. Como el output de un petiodo es el input del petiodo siguiente, en cada
petiodo, las cantidades de input y output estin dadas.

(vii)  Los capitalistas reinvierten todo su output y los trabajadores consumen toda su
renta. Con ello se asegura que cualquier produccion en exceso de las necesidades
de vida de trabajadores y empleados sea reinvertida.

(viz)  Existen rendimientos constantes de produccién que implican que cada proceso
puede llevarse a cabo a x veces su escala dada. No varia la relacién output/input
en funcién del nimero de veces que se repite un proceso

(ix)  Las ratio en las intensidades

di+1
permanece constante a lo largo del tiempo, aunque ¢;,...,q,, pueden cambiar, lo

con que se usan los distintos procesos

que permite el uso de cualquier unidad de medida temporal, i=1,...,m. Sin
embatgo, este supuesto también impide que entren nuevos procesos productivos
que supongan una alteracion en las intensidades factoriales empleadas de cada
bien.

El supuesto () es una clara restriccién. Para que la produccién de cada bien esté
garantizada en el futuro, es necesatio que para todos y cada uno de los bienes, como minimo,
la cantidad que se genere en cada perfodo coincida con el input total que exigieron los
distintos procesos. Si lo que se quiere es un crecimiento del sistema, entonces, como requisito
imprescindible, el output obtenido de todos y cada uno de los bienes ha de superar a su
respectivo input. Ello implica que, dados [7] y [8] el total producido de cada bien debe superar
al total de requerimientos de dicho bien, es decir:

m m
> aiby > qiay,  j=l...n, [10]
i=1 i=1

m m
= 3a; >1tal que Zqibij:aquiaij, Vj=1...,n. [11]°®

i=1 i=l

8 Segun la definicion de crecimiento de Von Neumann, para cada bien el output debe superar al input en una
determinada tasa & . No asume que cada proceso proceso productivo deba generar un output superior al
input requerido. Ademids, de la definicién extraida del modelo de Von Neumann y expresada en [11] se
deduce que, para cada bien, todos los procesos productivos generan el mismo incremento de output —en
términos matematicos, cada miembro de una misma columna de la matriz A aparecerfa multiplicado por el
mismo ¢, tal que & serfa inicamente diferente entre columnas, dado que seria diferente para cada bien-. En
lugar de esta definicién podria haberse operado con una definicion alternativa de crecimiento en la que el

incremento de output de cada bien variase también entre los diferentes procesos. Ello implicaria que 3 a;;tal

m m
quequ-bij = Zqiaijaij ,j=1,...,n. En cualquier caso, el operar con esta tltima definicién no
i=1 i=1
alterarfa los resultados sobre la obtencién de la tasa maxima de crecimiento equilibrado, por lo que se ha
optado por mantener la definicién de crecimiento de J. Von Neumann.



Por tanto, para todo el sistema econdmico se debe verificar que:

by by, an ay ey 0 - 0

b21 b2 (253 25 0 a2 s 0
(CT B Y= il I [12]

bml bmn Aml A 0 0 Oy

Dado que los «;pueden ser diferentes para cada bien, existirin bienes que se
incrementarin a una tasa mayor que otros. Sin embargo, el supuesto (#) determina lo que
ocurrira en este caso. Como el input de un perfodo es necesariamente el output del perfodo
anterior, para que la produccion esté garantizada en el futuro, /a distribucion del output total al final
de un periodo debe ser proporcional al input requerido al inicio del periodo para poder asi repetir la
produccién en los siguientes periodos, lo que implica que todos los bienes deben crecer a la
misma tasa para que se mantenga su distribucién inalterada. En ese caso, hablarfamos de
crecimiento equilibrado. Ello implica que existe crecimiento equilibrado cuando para todos los bienes, el
output obtenido que actuard como input en el perfodo siguiente es igual de proporcional a su
respectivo input del petiodo antetior, es decit,

m m
Zq;bi}:a*Zqiaij, j=L...,n, [13]
i=l i=l1

. ' ’ : . . . '
en donde, ademis, ¢; y bj;deben cumplir los supuestos expresados en (i) y (ix), siendo g;la
intensidad con que se repetita el proceso productivo i en el siguiente periodo de tiempo,
i=1,...,m y siendo b,} cada uno de los coeficientes de outuput obtenidos en este periodo
pero que serdn empleados en el siguiente, j = 1,...,n.

Si expresamos [13] en términos matriciales podemos decir: existe crecimiento equilibrado
segrin |. Von Neumann cuando se verifica:

n
(q{,...,q,’n Do :a*(ql,...,qm N [14]

’ ’
ml bmn a

! ’
by o by, a4

mn

siendo

a*>1]. [15]
Y ello es cierto para

m
D aib;

i=1

m b
Zqiay
i=1

a*zmin{a],...,an}zmin j=L...,n. ey

Las expresiones [13] a [16] requieren dos explicaciones adicionales:
1. Las condiciones [13] a [16] son condiciones necesarias de crecimiento equilibrado de la
q
produccién. El crecimiento equilibrado requiere un mismo & (& *) para todos los bienes
y, ademds, que ese & *sea igual al minimo de todos los & existentes. Un @* > &, no

permite un crecimiento equilibrado dado que existitia escasez del output del bien / para el

? Si, en lugar de haber operado con & se hubiera considerado &

r
- - " . | qiby | .
equilibrado serfa igual a & =minja; f=miny—— i=1....m,j=1,...,n.

>
/)

i el o i que garantizase el crecimiento



que @ ; <a *,lo que impeditfa la aplicacién de alguno de los procesos productivos que lo
requieren como input necesatio y, por ello, el mantenimiento del sistema econémico.

Debe tenerse presente que aunque o *sea igual al minimo de todos los « ;, este valor nos
s

esta dando la tasa maxima de crecimiento posible de todo el sistema econdémico, por lo
que en realidad es una condicién de méaximo posible 0 maximo viable de crecimiento

equilibrado. Siguiendo la terminologia de J. Von Neumann, a seria el “coeficiente de
expansion de la economia global” por unidad de tiempo.

En cualquier caso, esta condiciéon no determina realmente cudl serd el volumen total
de output de cada periodo. Las condiciones [13] a [16] simplemente indican que en
crecimiento equilibrado el propio sistema econémico debe adoptar un mismo o * para
todos los bienes y todos los procesos y que, obligatoriamente, debe ser el menor de todos
los a ; existentes para poder garantizar la produccién en el futuro. Pero en el sistema

econémico pueden existit @; >a*. En este caso, el sistema genera excesos de

produccién que no seran utilizados en los procesos productivos del siguiente perfodo. En
esta situacion, estos excedentes de produccion reciben el nombre de bienes libres y su precio
sera igual a cero. Es por ello por lo que J. Von Neumann introdujo su Reglz de los bienes
libres: dado [11] y siendo p, el precio del bienj, j = 1,...,n.

Zqib”Za*Zq,-a”, Vji=1..,n [17]
i=1 i=1
y para aquel bien j que en [17] obtenga > se aplica p=0. [18]

En definitiva, seran bienes libres aquellos para los cuales @; > a™*, es decir, Vj tal que

m
> aiby >a*Y qay,j=1...n. [19]
i=1

Pero, ademas, la expresion [14] tiene una implicacién adicional.

biy - by,
: ’ ’ ’ ’ bél bén . %Y SRt .
SiQ :(q],...,qm) y B'=| T . es obvio que O'B’es una réplica de Q4. Si
m b

OB representaba el output total obtenido en ese periodo, Q'B’ representa la totalidad de
bienes producidos en ese periodo y que, dado el supuesto (»), actuarin como input en el
siguiente, por lo que seran éstos los bienes requeridos para poder mantener la produccién
en el siguiente perfodo. Es decir, representa exclusivamente lo que va a ser utilizado para
garantizar la produccién en el futuro. Ademas, J. Von Neumann también opera con los
supuestos () y (ix), tal que en todos los petriodos se tiene que verificar que las telaciones
entre las intensidades factoriales permanecen constantes, al igual que las relaciones entre
los procesos productivos. Eso implica que, para que exita crecimiento equilibrado segin J.
Von Neumann

r ’
aij_bij 4G 4

=— =—, i=1....m, j=1,...,n, [20]
Ajjt ] bij+1 Qij+1  bij+1
y esto implica que
3h>0 talque Q' =hQ. [21]
Por ello,
B=a* lA R [22]
h

lo que implica que



,_ar , .
bij:TGij’ i=1...m, j=1,...,n [23]
Segin expone el propio J. Von Neumann no van a existir cambios en la estructura
productiva. Las intensidades factoriales permanecen constantes. Es por ello por lo que B’
realmente es una réplica de A. Recoge la distribucion de bienes maxima posible pero a su
vez necesatia para poder generar un crecimiento equilibrado para el siguiente perfodo.

Si OB es el total de lo producido dados los diferentes & existentes y que podtfan ser

empleados en periodos posteriores, Q'B’ representa lo que realmente se empleara dado
que el sistema econémico solo “aprovecha” a*QA. Por [10] y [11] en OB existirain
excesos de produccién o bienes libres que no se emplearan para aquellos bienes que
presenten @; > a *.

. . . . ’
Dado que con a*=min{a,,...,a,}, se tiene garantizada una matriz B’ que es una

réplica de 4. Se podran seguir usando los mismos procesos productivos indefinidamente, a la
vez que se garantiza un output en el futuro que es una réplica del obtenido en cada perfodo
anterior. Como B’ es una réplica de 4 y la economfa crece siempre a la misma tasa @ *, en
el modelo J. Von Neumann la tecnologfa permanecia constante durante todos los periodos
con el objeto de mantener ese crecimiento equilibrado. Una vez decidido el proceso
productivo a llevar a cabo y la intensidad con que se ejecutatfa, los distintos coeficientes de los
inputs @; permanecian fijos para cada proceso productivo y el output que se debfa generar
deberia ser aquel que garantizase que todos y cada uno de los bj fuesen igual de

proporcionales a sus trespectivos a; . Las intensidades factoriales relativas permanecfan
constantes, todos los bienes crecian indefinidamente a la misma tasa, pero esa tasa quedaba ya
fijada en el primer periodo dada la tecnologfa inicial y venia determinada por la capacidad
tecnolégica del primer periodo. Podian crearse bienes en exceso, pero no entrarfan como
input en el periodo siguiente. Serfan bienes libres. Ademas, habia un limite para el crecimiento
que venfa fijado, precisamente, por aquel bien que era mas dificil de reproducirse. En el
modelo de crecimiento equilibrado de J. Von Neumann parecia no haber espacio para un
cambio tecnolégico o un progreso técnico y el crecimiento maximo posible estaba acotado
por la tasa de crecimiento del bien con menor tasa de crecimiento.

3. EL PROGRESO TECNICO EN EL MODELO DE VON NEUMAN

En el apartando anterior se demostraba que el supuesto de constancia en las
intensidades relativas de los distintos procesos productivos y el supuesto de constancia en las
intensidades factoriales de cada proceso productivo a lo largo del tiempo, provocaba que
todos los bienes debfan crecer a la misma tasa en todos los periodos de tiempo para que el
sistema econémico pudiese replicarse indefinidamente y asi obtener un crecimiento
equilibrado. En este apartado demostraremos que el supuesto de intensidades factoriales
constantes no implica que no pueda existir Progreso Técnico. Bajo determinados supuestos
demostraremos que la existencia de una tasa de crecimiento equilibrada en el modelo
multisectorial de J. Von Neumann es compatible con la existencia de Progreso Técnico.
Demostraremos, asimismo, que la tasa de crecimiento que se consigue bajo el supuesto de
Progreso Técnico tiene un minimo que coincide con la tasa de crecimiento equilibrado sin
Progreso Técnico.

Para ello consideraremos que ya ha transcurrido un periodo y que se han verificado las
condiciones [13] a [16] de crecimiento equilibrado, por lo que ya existe un B’ tal que verifica
[22] y se cumple la expresién [20] relativa a la constancia en las intensidades relativas de los
factores y procesos productivos a lo largo del tiempo.



Se inicia un nuevo perfodo en el que existe un avance tecnolégico que permite obtener
una matriz C de coeficientes G,i= L...m, j=1,..,n.

Definicion: Se define Progreso Técnico como la introduccion en el sistema econémico
de nuevos métodos productivos que generan para el mismo volumen de input dado
incrementos en la produccién, debidos a incrementos en la productividad de todos o algunos
de los factores de produccién superiores a los que se obtendrfan con la tecnologfa del periodo
anterior.

En particular, existird Progreso Técnico cuando el output de cada bien supera al que se
habtia obtenido en el caso de operar con la tecnologia del periodo anterior | ; ), es decir:

Zq;ci/ >a_i2q§b{j , j=1...n, [24]
i=1 i=1
=36, >0 tal que iq,—’cﬁ :a_,-(1+5j)iq§b§,- , [25]"

i=1 i=1
siendo & ; la innovacién tecnolégica en los procesos productivos del bien j que cumple la

Definicion de Progreso Técnico , por lo que expresado en matrices tenemos

N N o (1+6) 0 0
ar 7 CQp i1 O
. . , , . . 0 a,l+0,) - 0
(@) 0 0 =gl : : 2(2 2)
Cml " Con 1'111 b;nn 0 0 - (1+51)
[26]

Aparentemente, la definicién de Progreso Técnico representada por la existencia de
0 es muy abierta, dado que solo se impone la restriccién de que el output de cada bien debe
superar a su input en un coeficiente superior al que existirfa en el caso de no aplicarse el
Progreso Técnico (a ; ) Sin embargo, con el objeto de demostrar que con Progreso Técnico
puede seguir existiendo una tasa de crecimiento equilibrado, tal que en cada periodo la matriz
de output es una réplica de la matriz de output del periodo anterior, se ha optado con
considerar como matriz de inputs la matriz B' obtenida en el perfodo anterior y que cumplia
la condicién de crecimiento equilibrado. Con ello se esta considerando de forma implicita que
en el nuevo perfodo sea cual sea el Progreso Técnico que se aplique, siempre se deben
mantener constantes las intensidades factoriales de cada proceso productivo, de lo que se
deriva que 0, realmente esta representando un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks.

Para que pueda existir crecimiento equilibrado segun J. Von Neumann y, que por lo
tanto, todo el sistema pueda crecer indefinidamente, la matriz diagonal integrada por los
a; (1 +0; ) debe ser tal que se verifique que

m m

Zq}'c,fj« debe ser proporcional a qu’bl’j ,  Jj=1...n, [27]

i=1 i=l
siendo ¢ la intensidad con la que se repetiran los procesos productivos en el periodo de
tiempo que se inicia y ¢ los coeficientes de output obtenidos en ese periodo pero que

cumplen el supuesto (@) y, por ello, garantizan el crecimiento equilibrado para el siguiente periodo.

10 En los mismos términos que lo apuntado previamente, y por analogia con el modelo de J. Von Neumann,
se ha optado por operar con O j ante la posibilidad de operar con o j diferentes para cada proceso y para

cada bien. El empleo de uno u otro coeficiente no alterara los resultados sobre la tasa maxima de crecimiento
equilibrado.
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Esto s6lo sera posible si dicha matriz diagonal tiene todos sus componentes iguales, es

decir,
exciste crecimiento equilibrado con Progreso Téenico si 6% > 0 tal que
Dgic =a*(1+5*)Y qb),  j=1...n, 28]
i= i=1
cumpliendo g/ y ¢j; los supuestos (i) y (i) y donde
a*>1, (15]

m
2. 4ib;

i=1

m
Z q,4;
i=1

a*zmin{al,...,an}zmin

y dado que por [25] &; > 0, la expresion [28] se verifica para

m
"%
Z%czya

§*=min{3,...,8, j=min{=——~L j=1_. . n. [29]"

Zq/bv

De estas expresiones se deduce que se puede seguir obteniendo una tasa maxima de
crecimiento equilibrado aunque se incorpore un progreso tecnolégico que genere que la ratio
output/input varfe de un perfodo a otro'”. La tnica condicién es que todos los bienes estén
sujetos a avances tecnolégicos que impliquen incrementos en su output. Al igual que ocurria
con el valor de @ *, el valor de & *tene que ser igual al menor de todos los & jpara poder

garantizar un nivel y una distribucién de output necesaria para actuar como input en el
petiodo siguiente. En cualquier caso, el nivel de Progreso Técnico que garantiza un

18, en lugar de haber operado con & jse hubiera considerado 5ij> el 51‘] que garantizase el crecimiento

equilibrado serfa igual a

m
"o %
Zq,c,,-a

5*—rn1n{6 } min 1'7 i=1,...m,j=1...,n

i
Zq!b;

12 Sin Progreso Técnico, en crecimiento equilibrado para cada periodo, se puede obtener la ratio

Z% .

input ;
Z% aj

Con Pr()grem Tecmco, en crecimiento equilibrado para cada periodo, se obtiene la ratio

S

jo_ =l a*(1+5*)’ j=1...,n.

m

input ; "
: Zq, i

output

output ;
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crecimiento equilibrado es aquel que toma el valor de & *. Al tener que aplicarse un 6 * igual
para todos los bienes, todos ellos deben ser susceptibles a la aplicacion de las diferentes
mejoras tecnoldgicas. Sin embargo, esta condicion no implica que el progreso técnico tenga
que ser igual en todos los bienes. Pueden existir diferentes mejoras en los diferentes bienes,
con diferentes incrementos en la produccion de cada uno de ellos. Es decir, el sistema
econémico permite que, por las expresiones [25] y [29], puedan existir

> qlcy >a*(1+8*)) qiby,  j=1...n. 30]
i=1 i=1

Existirfan, en ese caso, bienes en exceso que no se utilizarfan en la produccién en los
petiodos siguientes. Serfan, de nuevo, bienes libres por la aplicacién de la siguiente Regla de 17on
Neumann

m m
> die za*(1+5*)> gby,  j=1...n 31]
i=1 i=1

y para aquel bien que en [31] obtenga > se aplica p=0. [32]

Por lo tanto, con Progreso Técnico, puede seguir existiendo crecimiento equilibrado
bajo la condicién de que todos los bienes vean incrementada su produccién como
consecuencia de los diferentes avances tecnolégicos.

Pero de las expresiones [27] a [32] se extrae una conclusién adicional: dado que en
crecimiento equilibrado se aplican los mismos a *y & *para todos los bienes y como -por la
aplicacién de los supuestos () y (ix)- Q" y Q" son proporcionales,

aAC" tal que C’:a*(1+5*)lB’ [33]
g

donde B' 'y C' son proporcionales, siendo g el factor de proporcionalidad entre Q"y Q', C'la
mattiz zxn de coeficientes de output ¢’ =(cj;) necesarios para poder replicar la produccién en

el siguiente petiodo y obtenidos dada la tecnologia inicial & *y el avance tecnoldgico d *,y en
donde ¢j; =a* (1+6 *)éb;j .

También se verifica que se mantienen las intensidades factoriales relativas de los inputs
constantes, es decir,

b 4]

Gij+1 bg"j+] C;j+1

Ello implica que el sistema econémico seguirfa creciendo de forma equilibrada
adoptando continnamente Progresos Técnicos Neutrales tipo Hicks. Esto significa que pueden existir
diferentes Progresos Técnicos Neutrales tipo Hicks a lo largo del tiempo y seguir
manteniéndose la condicién de crecimiento equilibrado de J. Von Neumann. Por la expresion
[25] v por la aplicacion de la Regla de los bienes libres [31] y [32] no es necesario que exista el
mismo Progreso Técnico Neutral tipo Hicks para cada bien y en todos los periodos de
tiempo. La Regla de los bienes libres permite que se produzcan bienes en exceso. Si, en el perfodo
siguiente, algiin output ahora input no es necesatio, se convertirfa en un bien libre. Por ello,
cualquier incremento de output con el mismo input es incorporable. El Progreso Técnico
genera una matriz de output C que no tiene porqué coincidir con la que necesita el sistema

econémico para poder replicarse (C '), Seguird existiendo crecimiento mientras exista la

cantidad minima de inputs que permita llevan a cabo todos los procesos productivos en las
proporciones fijadas. Ahora bien, sea cual sea el Progreso Técnico Neutral de Hicks que se
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incorpore, por las expresiones [28] y [34] se extrae que el automaticamente adopta el sistema
econémico es el menor de todos en cada perfodo®.

Por otra parte, también se comprueba que, dado que &, >0, la tasa maxima de
crecimiento equilibrado con Progreso Técnico es, obviamente, siemptre supetior a la tasa
maxima de crecimiento equilibrado sin Progreso Técnico. La tasa maxima de crecimiento
equilibrado con Progteso Técnico estd acotada inferiormente y el limite inferior es,
precisamente, la tasa maxima de ctecimiento equilibrado sin Progreso Técnico dado que:

5;>0, j=l..n, = a*(+5*%)>a* 35]
El Progreso Técnico permite superar la restriccion de que la tasa maxima de

crecimiento equilibrado venga determinada precisamente por la tasa de crecimiento del bien
con menor tasa de crecimiento.

La senda de crecimiento equilibrado con y sin Progreso Técnico

Cuando no existe Progreso Técnico, en una situacién de crecimiento equilibrado, el
output crece inicialmente a la tasa & *que se fij6 dada la tecnologfa inicial. Como no existe
cambio tecnolégico, todos los perfodos se repite la misma situacién tal que el output de
equilibtio de cada periodo es o * veces el output del petiodo anterior. Por eso si definimos
Y,* como el nivel de output de equilibrio que se obtiene aplicando la tasa de crecimiento

equilibrado en el petiodo # t=0,...,ky si -dado que las intensidades relativas de los procesos
productivos  permanecen  constantes- se asume el caso particular en que

Qt—l = Qt = Qt+1 =Q se verifica:

Yy = 04X, ]
Y =0BX =a*Q4AX =a*Y,, 35]
Y, =a*QBX =(a*f 04X = (a*)Y,. [36]
En general,
7 =(e*f 0ax = ()%, 137)
Por ello, para cada periodo:
Yizyi*:mzy%:a*,con YO*:YO, [38]
ooy Yo

mientras que la tasa de crecimiento acumulada para cualquier perfodo setfa :
Yy
—=(a* 39
7= 139

En cambio, con Progreso Técnico, aun partiendo de la misma situacién inicial, y
considerando que se produce un cambio tecnolégico en el segundo petiodo de tiempo, el
nivel de output en equilibrio asi como “el factor de crecimiento de cada perfodo” y la tasa
acumulada serfan:

13 Debe indicarse que, si bien bajo el punto de vista analitico, es posible la incorporacién de cualquier tipo de
Progreso Técnico, la condicion de erecimiento equilibrado descrita en el modelo de J. Von Neumann implica,
obligadamente, que el tipo de Progreso Técnico que tnicamente pueda ser incorporado sea el Progreso
Técnico Neutral de Hicks, dado que el erecimiento equilibrado implica constancia en las intensidades relativas de
los coeficientes utilizados en cada proceso productivo. Cualquier otro tipo de Progreso Técnico rompe con
esta condicién dado que el modelo de J. Von Neumann considera que si se modifican las intensidades
relativas de los coeficientes utilizados en el proceso productivo, se tendtia que hablar de un nuevo proceso
productivo. En consecuencia, la definicion de crecimiento equilibrado de J. Von Neumann no tendria sentido. Ya
no serfa necesario en cada periodo garantizar un output proporcional al input, dado que el Progreso Técnico
incorporado podria suponer ahorro en algunos de los inputs. Por ello, la inclusién de cualquier otro tipo de
Progreso Técnico pasa obligadamente por modificar el concepto de crecimiento equilibrado.
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Yy =04X,
Y =0BX =a*QAX =a*Y,,

A :a*(1+5;‘)QB’X:(a*)2(1+§;‘)QAX:(a*)2(1+5§)Y,

Y;=a*(1+5§)y2*=(a*)3(1+5§)21/0.

En general,

Y =@ (+8) ' n,

Hﬁﬁ
N N =]
= 2 =

=
)

[43]

* . ., s 3
donde 0, representa la innovacién tecnolégica que se genera en el periodo 2 y que cumple

[29]. Ademis:

el onfies)-B canfihs)== i —anfies)), [44]
X Yy h k-1
%:(a*)’(1+5;)l_l>(a*)', V6, >0, Vi=1,.k [45]
0

Las expresiones [35] a [45] permiten comprobar que cuando no existe Progreso
Técnico el factor de crecimiento de cada periodo es constante, por lo que la ratio
output/input no vatfa. Existe una senda de crecimiento niforme a lo largo de todos los
periodos que describe una expansién geométrica del sistema. Con Progreso Técnico, en
cambio, el coeficiente de expansion varfa en el periodo en que se genera el Progreso Técnico,
por lo que la ratio output/input varfa entre ese periodo y el antetior. Se obtiene nuevamente
una expansién geométrica de todo el sistema pero, a partir del momento en que se produce el
Progreso Técnico, a un nivel superior y con un factor de crecimiento mas elevado. El
crecimiento acumulado es superior con Progreso Técnico y la diferencia es, precisamente, el

Progreso Técnico generado en el segundo periodo.

GRAFICO 1

Una posible senda de crecimiento maximo
equilibrado con progteso técnico en el segundo
petiodo (P.T.2) y sin progreso técnico (S.P.T.).

14

*

=~

*

\:<

tl 2 3 t4 5 6 7 8 9 tl0

GRAFICO 2
Una posible senda de factores de crecimiento
maximo equilibrado sin progreso técnico, con
progreso técnico en el periodo 2 (P.T.2), y con
progreso técnico en varios periodos (P.T.V).



La representacién grafica de las sendas de crecimiento en ambos casos permite
obtener una referencia visual sobre las diferencias entre el crecimiento equilibrado con
Progreso Técnico y sin Progreso Técnico'™.

Si existe un cambio tecnoldgico, a partir del momento 7, ya se dispone de una nueva

, . . . *
tecnologfa que permite que el sistema se expanda con el coeficiente o * (1 +0, ) Se genera un

salto que determina valores de Y* en cada perfodo supetiores a los que existirfan en el caso de

*
no haberse producido el cambio tecnolégico. Como consecuencia, el valor de la ratio—— es
Yy
superior a partir del periodo 2 y se mantiene a ese nivel. Cuando se considera que pueden
existir diferentes cambios tecnolégicos en diferentes periodos de tiempo los resultados
cambian ligeramente. Con progresos técnicos diferentes en cada perfodo, se pierde la
propiedad de expansiéon geométrica uniforme del sistema econémico, dado que para cada
petiodo la ratio output/input varfa en funcién de los avances tecnoldgicos de cada petiodo. Se
obtiene una ruta en la que la tasa de expansion del sistema puede variar para cada perfodo, tal
como se refleja en el grafico 2 por la linea P.T.V. En este caso, se siguen cumpliendo [9], [40] y

[41] para Y, Y, eY, . Sin embargo:
¥ =a* (48 148 ) =@Pl+ 8 F i+, [46]

vy (e li+8s 7 e st 7l s) o, [47]

y las tasas de ctecimiento, tanto para cada periodo como la acumulada, setfan

* * * * k
Yl—:a*iyi*:a*(nég)iy—iza*(Hé;XH&;)imi Yf :a*H(H&t*),
5 4 Y Vi =2
48]
* t
%:(a*)(.(u(s;‘)" WIS R B WP I () A T
1=
siendo,
t
(@ JT+8) " >la*f -(+6,) " >@*), t=1...k, [50]
1=

si existe algin &, > 0.

4. LA REGLA DE LA RENTABILIDAD

Debe recordarse que o * (l +65, )15 es un factor de expansién maximo del sistema
econémico en cada perfodo que permite el crecimiento equilibrado. Pero el que sea un valor
maximo no significa que el sistema econémico vaya a crecer a dicha tasa. Es decir, las
expresiones [15],[16], [29], [31] y [32] estain marcando una restriccién. Recogen todo un
conjunto de factores de crecimiento viables en el que @ *(1+ 8 *) es el maximo posible. Para

14 Para la elaboracién de las rutas de crecimiento equilibrado de los graficos 1y 2 se ha considerado & =1.2,

52 =1.1y, adicionalmente, en el caso de la ruta P.T.V., 5, igual a 1.1, 1.2, 1.1 y 1.1 en los periodos 3, 4, 7 y

10 respectivamente.

15 O, en términos analogos, cuando existen diferentes progresos tecnoldgicos en diferentes petriodos de
k

tiempo, & *H (1 + 5; )

t=2
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poder determinar realmente el coeficiente de expansion del sistema es necesatio un segundo
criterio de elecciéon que permita seleccionar una tasa de crecimiento de todas las viables. El
segundo criterio introducido por J. Von Neumann, en términos andlogos a la Regla de los bienes
libres es la denominada Regla de la rentabilidad. Dicha regla, para el periodo en que no hay
Progreso Técnico vendria dada por:

Zbijpjsﬂ*zaijpj i=1....m [51]
j=1 j=1
Y para aquel proceso i que en [51] obtenga < se aplica g=0, [52]
teniendo presente que:
p; 20, 53]
n
> p;20. (54"
=

Esta Regla viene a indicar que en equilibrio sélo se emplearan aquellos procesos
productivos que obtengan un beneficio igual a cero una vez pagado el tipo de interés del
sistema econémico S *. Si el beneficio fuese inferior, ese proceso no setfa rentable por lo que
no se emplearia, lo que provoca que ¢;=0 para ese proceso' .

Esto implicitamente indica que cada proceso productivo puede generar una
determinada rentabilidad que no tiene porqué coincidir con la tasa de interés del sistema
econémico.

n n
3B, tal que Zby-pj :,Bl-Za{-/-pj, i=1..,m. [55]
Expreséndol:;le forma rnajtzcial tenemos:
by - by, Y B 0 - 0 Yay oa, |(p
O L T I R R [56]
byt by \ Pa 0 0 - pmlau - ap \Pn

Dado que existen diferentes f;, para garantizar el maximo crecimiento es necesario

que la tasa de rentabilidad de los procesos productivos seleccionados sea la maxima de todos
los procesos productivos disponibles, lo que implica que:

2 byp;
ﬁ*zmax{ 1,...,ﬂm}=max ]:17 , i=l..,m. [57]

Z"ijpj
=

Si consideramos que existe un Progreso Técnico en el periodo 2, la tasa de rentabilidad
de los procesos productivos elegidos debera ser:

n
2cip;
7*:max{71,...,7m}:max /:17 , i=1...,m, [58]

Zb,-jpj
j=1

16 Para evitar aquella situacién en que py =+ = p, = 0

17 Beneficios superiores no serfan posibles dado que un beneficio positivo atraerfa a competidores a usar ese
proceso productivo y no existirfa equilibrio.
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dado que, en este caso la Regla de Rentabilidad vendtia dada por:

Y piey <y*(+5*) piby,  i=l..m [59]
j=1 J=1
y para aquel proceso que en [59] obtenga < se aplica q=0 [60]

siendo y *la tasa méaxima de rentabilidad de los procesos productivos en el perfodo en que se
produce Progreso Técnico.

5. EL CRECIMIENTO EQUILIBRADO

El modelo asume que a;;, by y ¢; estin dados, mientras que los valores de a* y B*

i
son desconocidos, por lo que 6* y y* también lo seran. Por ello, se debe resolver el
problema expresado por [5], [6], [17], [18], [31], [32], [51]-[54], [59] y [60] teniendo en cuenta
[16] y [29].

La resolucién de este sistema es muy similar a la de J. Von Neumann, por lo que a
continuacion se expone brevemente para el caso de que exista Progreso Técnico.

Sea Q"*un vector de procesos productivos cualquiera (g1*,...,qL, *) del periodo 1 en
el que se desarrolla un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks, cada uno de los cuales verifica las

expresiones [5] y [6], por lo que

g;*20, 5]
m
2ai*>0. (67
i=1

De forma aniloga, sea P* un vector de precios (p*,..., p,, *) del periodo 1 en el
que se desarrolla un Progreso Técnico Neutral tipo Hicks, cada uno de los cuales verifica las
expresiones [53] y [54], por lo que

pi*20, [537]
D> p;*20. [54]
Jj=1
Sea:

m n
DD di*eyp;*

EL . [61]

o
2241 bjp;

i=1 j=I

¢(Qz"*an *)=

Y sean, ademas, Q' =(gi,...,q,) v P=(py>..., p, ), las soluciones hipotéticas.
En ese caso, bajo las condiciones descritas en la Regla de los bienes libres y la Regla de la
rentabilidad se obtiene que:
#(Q', P*) alcanza su valor minimo para P* si P¥=P [62]
¢(Q’*, P) alcanza su valor maximo para Q'* si 9Q*=0’, [63]
y, dados, [29], [31], [32], [58], [59] y [60] se obtiene:
2| 2 ey }P j

a*(1+6%) =" =4l p) [64]

Z[i qébé}p/

j=1Li=1
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n m
Z{Zcijpj}q}
w_ J=1Li=1

B n m
Z[ byp ]}q}
j=1Li=1

Se verifica, por tanto, que

a*(1+5%)=y*=¢(0. P, [66]
al igual que ocutrre en el modelo de J. Von Neumann sin Progreso Técnico. La tasa maxima
de crecimiento equilibrado con Progreso Técnico y la Rentabilidad minima del sistema
coinciden.

=¢(q".p). [65]

6. CONCLUSIONES

En 1937 J. Von Neumann publicaba un innovador trabajo en el que presentaba un
modelo de crecimiento econémico que, no sélo era multisectorial, sino que ademds, no
imponfa restricciones sobre las formas funcionales que determinaban el output en cada
periodo. En cambio, si introducia otros supuestos muy restrictivos: constancia en la intensidad
con que se empleaban los diferentes procesos productivos y que cada proceso conllevase una
determinada combinacién de inputs. Ello implicaba que, para que pudiera existir un
“coeficiente de expansién del sistema econémico”, todos los bienes debetfan aparecer en el
sistema econémico en las mismas proporciones. Lo que se necesitaba en cada periodo debia
ser una réplica de lo que se necesité en el periodo anterior. En definitiva, el sistema
econémico se perpetuaba y prolongaba siempre en las mismas proporciones y a la misma tasa.
Sin embatgo, en este trabajo, se demuestra que esa tasa de expansion del sistema econémico
no tiene por qué ser la misma en todos los periodos de tiempo. Si existe Progreso Técnico, la
tasa puede cambiar. Ahora bien, si se quiere garantizar el crecimiento equilibrado y mantener
los supuestos del modelo multisectorial de J. Von Neumann, las intensidades factoriales
deben permanecer constantes en todos los periodos. Eso implica que el tnico Progreso
Técnico compatible con el modelo de J. Von Neumann es el Progreso Técnico Neutral segin
Hicks. Cualquier otro tipo de Progreso Técnico implica cambios en las intensidades factoriales
de los inputs, por lo que, para que sea factible su incorporacién dentro del modelo de J. Von
Neumann, habrfa que romper con su definicién de crecimiento equilibrado y buscar una definicién
alternativa que, sin embargo, permita el crecimiento sostenido del sistema econémico.
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