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Resumen

En este artfculo desarrollo un modelo de progreso técnico endégeno ¢ incor-
porado en el capital. El precio relativo de los bienes de capital es decreciente.
Las complementariedades estratégicas causadas por la incorporacion del pro-
greso técnico pueden dar lugar a miiltiples equilibrios y “treshold effects”.
Adicionalmente, la estructura “vintage” del modelo permite explicar algunos
hechos empiricos sobre la acumulacién de capital al nivel de la planta pro-
ductiva y sobre la reasignacién de empleo.

Abstract

In this paper I develope a model of endogenous technical progress which
is embodied in capital. In this framework the relative price of capital is
decreasing. Strategic complementarieties arising from embodiment might
cause multiplicity of equilibria and treshold effects might appear. The vin-
tage structure of the model allows to explain some empirical facts on capital
accumulation at the plant level and on job creation and destruction.

Palabras clave: I4+D, Incorporacién, Crecimicnto enddgeno, Miiltiples
equilibrios.
Keywords: Ré&D, Embodiment, Endogencus Growth, Multiple equilib-

ria.
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1 Introduccién

Muchos trabajos en la lteratura de crecimiento endégeno han enfatizado la
importancia del cambio tecnoldgico gue surge de decisiones intencionadas de
inversidn en 14D, hechas por agentes que maximizan heneficios, como motor
del crecimiento econémico. Pioneros en esta linea han sido los modelos de
Romer (1987, 1990), Segerstrom, Anant y Dinopoulos (1990), Grossman y
Helpman (1991} y Aghion y Howitt (1992). En estos modelos las actividades
de I+D expanden la variedad de bienes o mejoran su calidad. En el primer
caso, son frecuentemente denominados modelos de diferenciacién horizontal
v, en el segundo, modelos de diferenciacion vertical.

Los modelos de diferenciacion horizontal han sido introducidos en la mod-
erna teorfa del crecimiento endégeno por Romer (1986).! En ellos, las ganan-
clas de productividad provienen de distribuirse el capital sobre una mayor
variedad de bienes. Esta modelizacion pretende expresar la vieja idea de la
presencia en la produccion de rendimientos crecientes debidos a la especial-
izacién del trabajo a través de una variedad creciente de actividades.? Como
el propio Romer (1987) sefiala: “The idea that specialization conld lead to
increasing returns is ag old as economics as a discipline”. Los primeros mod-
elos de diferenciacion vertical generando crecimicnto enddgeno fueron desar-
rollados por Sergerstom, Anant y Dinopoulos (1990), Grossman y Helpman
(1991} y Aghion y Howitt (1992). En estos modelos, el ctecimiento sostenido
surge de una sucesién de mejoras de la calidad de los productos, las cuales
vuelven obsoletos los viejos productos de menor calidad. A pesar de sus
diferencias, las predicciones de los modelos de diferenciacion horizontal v de
diferenciacion vertical sobre los determinantes del crecimiento a largo plazo
son muy similares,

Gordon (1990) ha documentado que el precio relativo de los bienes de
equipo en los EUA ha descendide a una tasa anual media superior al 3 por
ciento. Shmultaneamente, el ratio de bienes de equipo sobre PNB se ha in-
crementado sustancialmente. Greenwood, Hercowitz y Krusell (1997) usan
la tasa de descenso del precio relativo de los bienes de capital como una
proxy del progreso técnico incorporado y, comparado al residuo de Solow,
hallan que el progreso técnico incorporado explica cerca del 60 por ciento
del crecimiento de la produceidn en los EUA durante el periodo 1954-1990.
Previamente Hulten (1992) usando también el indice de precios de Gordon
para los bienes de equipo hallé que el progreso técnico incorporado explica-
ba aproximadamente el 20% del crecimiento de la produccién en los EUA
durante el periodo 1949-1983. Sin embargo, como scfialaron Greenwood,
Hercowitz and Krusell (1997), cambiando la ponderacion del equipo en el
andlisis de Hulten y prescindiendo del ajuste del output por la calidad de la



inversidn, sus mimeros aumentan del 20% to 66%. Después de estos trabajos
estd hoy fuera de toda duda la importancia del progreso técnico incorporado
en el proceso de crecimiento econdimico.

Los modelos de erecimicnto enddgeno citados en el primer pidrrafo de esta
introduccién tratan todos el progreso técnico como desincorperado. Con-
secuentemente, estes modelos no pueden explicar el sostenido descenso del
precio relativo de los bienes de capital acompaitado por ¢l sostenido aumento
del ratio capital-output. Pocos han sido hasta el momento los modelos de
crecimiento enddgeno tratando el progreso técnico como incorporado. Una
pionera y brillante excepeién ha sido el modelo de “Learning by Doing” de-
bido a Arrow (1962). Recientemente, Boucekkine, del Rio y Licandro (2003)
han elaborade un modelo de crecimiento enddgeno con progreso técnico in-
corporado y desincorporado basados ambos en el “Learning by Doing” que
produce como casos parmétricos particulares el modelo de Arrow (1962) ¥
el modelo de Romer (1987). En este marco Boucckkine, del Rio y Licandro
(2003} muestran como una mayor capacidad de aprendizaje en el sector de
bicnes de capital produce una caida permanente de la tasa de crecimiento
del factor total de la productividad. Hasta la fecha solo dos modelos de
crecimiento endégeno basados en la innovacion han tratado el progreso téc-
nico como incorporado en los bienes de capital Krusell (1998} v Boucekkine,
del Rio y Licandro {2002} han construido sendos modelos de diferenciacién
vertical que explican el descenso observado del precio relativo de los bienes
de capital y el aumento tendencial del ratio capital-cutput. Krusell (1998)
desarrolla un modele de dos sectores en el cual el progreso técnico enddégeno
es espectfico al sector de bienes de capital. Boucekkine, del Rio y Licandro
(2002) introducen en el modelo de generaciones dc capital de Solow {1960}
mejoras endigenas de calidad de los bicnes de capital siguiendo una aprox-
imacién schumpeteriana.? Los resultados de estos modelos de diferenciacién
vertical pueden inducir a pensar que los modelos de diferenciacién vertical
se revelan superiores a los modelos de diferenciacion horizontal, ya que los
primeros tienen capacidad para explicar el sostenido descenso del precio rela-
tivo de los bienes de capital y el simultdneo aumento del ratio capital-output.
Sin embargo, esta posible impresion es errénea. En este trabajo desarrol-
lamos un modelo de diferenciacion horizontal el cual predice que la tasa de
descenso del precio relativo de los bienes de capital es proporcional, a largo
plazo, a la tasa de crecimiento de la produccion, y la tasa de crecimiento
del ratio capital-output también guarda esta misma proporcionalidad con la
tasa de crecimiento. De hecho, las predicciones del modelo son similares a
las derivadas del modelo schumpeteriano de diferenciacién vertical construido
por Boucekkine, del Rio y Licandro (2002).

En este trabajo desarrollamos un modclo de generaciones de capital sim-



ilar al de Solow {1960). ILa diferencia con la modelizacién de Solow es que
en nuestro modelo la tasa de progreso técnico no es supuesta exdgena, sino
quc estd determinada por la cantidad de recursos dedicados a actividades
de 14D que expanden la variedad de bienes de capital disponibles. Como
Solow (1963) explica, su modelo de generaciones de capital pretende refle-
Jar su creencia de que el progreso técnico implica la construccién de nuevas
plantas productivas, con nucvos tipos de bienes de capital. Las empresas
gestionardn una, varias o muchas de estas plantas. Fstas nuevas plantas son
mds productivas porque son construidas empleando mds y/o mejores bienes
de capital. La aparicion de nuevas plantas mds productivas no implica gen-
eralmente la desaparicidn, al menos inmediata, de las méds antiguas. En un
mismo instante del tiempo conviven plantas utilizando tecnologias diferentes.
Fn nuestro modelo nna planta es una combinacién de bienes de capital. El
mimero de bienes de capital usados por una planta construida en el periodo
z estd limitado por el mimero de biencs de capital disponibles {que han sido
inventados) en el momento de su construccién. Comprando todos los bienes
de capital disponibles en el periodo de su construccion la planta se situa en
la frontera tecnolégica. Ya que existen rendimientos crecientes dehidos a la
especializacion, las plantas que usan un mimero mayor de bicnes de capital
son méis productivas. Y va que ¢l nimero de bienes de capital es creciente en
el tiempo las plantas mds nuevas son mas productivas. Asi, las plantas mds
viejas estdn sujetas a depreciacién econdmica como consecuencia de su pér-
dida relativa de productividad. La inversién en nuestro modelo consiste en la
compra de bienes de capital que son usados en la construccion de una planta.
Sélo las nuevas plantas son mds productivas al estar distribuida la inversion
sobre un niimero mayor de bicnes de capital. Por lo tanto, el progreso téenico
s incorporado,

Varios hechos empiricos soportan la estructura generacional del modelo.
Cooley, Greenwood y Yorukoglu (1997) presentan las dos siguientes observa-
ciones sobre la acumulacién de capital en la economia de los EUA.? En primer
lugar, Doms y Dunne (1994) han documentado que la inversién al nivel de
la planta no ocurre de forma continua sino infrecuentemente y en “bursts”.
Fstos autores hallan que si la atencién es restringida a las 13.000 plantas
que permanecieron en su mucstra a lo largo de los 17 afios de su duracién
entonces el 25% de la inversion de las plantas se concentré en un inico afio y
alrededor del 50% se concentrs en tos tres primeros afios. En segundo lugar,
emplco ¢ inversion estdn relacionados. Las empresas que usan [as mds nuevas
tecnologias tienen mds empleados. Davis, Haltinwanger y Schuh {1996) hal-
lan que el empleo en el nivel de la planta es una funcién de su edad, el empleo
crece durante los cinco primeros afios de vida de la planta y decrece a contin-
uacién. La gran magnitud de los flujos de creacién y destruccion de empleo,



documentada por Davis y Haltinwanger (1990, 1992} ¥ Davis, Haltinwanger
y Schuh (1996), asf como la evidencia de importantes irreversibilidades en la
inversidn al nivel de la planta referida por Caballero, Engel v Haltinwanger
(1995} concuerdan también con la estructura generacional del modelo.

Muchos modelos han mostrado la poesibilidad de miltiples equilibrios.®
Los modelos con muiltiples equilibrios son de potencial interés para ia com-
prensién de las fluctuaciones macroccondmicas y ¢l crecimiento. Sin embargo,
como Evans ef al. (1998) sefialan, muchos de los modelos generando muilti-
ples equilibrios se sustentan en hipdtesis implausibles. Estos autores mues-
tran que competencia monopolistica y complementariedad entre diferentes
tipos de bienes de capital es todo lo que se necesita para generar miiltiples
equilibrios.® En el presente trabajo, proponemos una hipdtesis alternativa,
complementaria, e igualmente plausible, al supuesto de complementariedad
realizado por Evans et al. (1998): la hipétesis de incorporacién del progre-
so técnico. Este supucsto cs ol responsable de la existencia de importantes
complementariedades estratégicas entre las decisiones de inversion y las ac-
tividades de 14D, las cuales pueden dar lugar a miltiples equilibrios. La
complementariedad estratégica entre inversién e innovacién radica en que la
incorporacién del progreso técnico implica que la rentabilidad de la inno-
vacion depende positivamente de la inversion, y no del stock de capital como
en los modelos en los cuales el progreso técnico es supuesto desincorporado.
Al depender la rentabilidad de innovar de la inversién entonces un incremen-
to de ésta ltima aumenta los incentivos a innovar y consecuentemente las
tasas de progreso técnico y crecimiento aumentan. Sin embargo, al aumentar
la tasa de crecimiento esto implica unas mayores necesidades de reemplaza-
micnto del capital ¥ la inversicn aumenta. Por lo tanto, las decisiones de T+
dependen crucialmente sobre las expectativas que los innovadores tengan so-
bre la inversidn. Si los innovadores creen que la inversion serd alta entonces
nvertitran muchos recurso en I4+D ¥ la tasa de progreso técnico y crecimien-
to serd alta. Si por el contrario, los inmovadores creen que la inversion sera
baja entonces invertirdn pocos recursos en [4+D y la tasa de progreso técnico
v crecimientos serd baja.

La multiplicidad de equilibrios sugiere que la coordinacion de expectati-
vas podria ser crucial en el proceso de crecimiento a largo plazo. Ademds,
como veremos, estos equilibrios tienen propiedades de estdtica comparati-
va completamente opuestas, con lo cual el saber si estamos en uno u otro
equilibrio es trascendental a la hora de conocer las implicacicnes de politicas
econdmicas tales como una subvencicn a la investigacion o a la acumulacién
de capital, o una expansion de la escala de la economia.

Este trabajo se organiza como siguc. En la seccién 2 describimos la
cconomia. La seccién 3 describe la senda de crecimiento equilibrado y pre-



senta la posibilidad de existencia de tres sendas de crecimiento equilibrado
(dos con tasas de crecimiento estrictamente positivas y una con tasa de cree-
imiento cero) para un rango intermedio de escalas de la economia. La seccion
4 concluye. Para los apéndices son dejados algunos detalles matematicos.

2 La economia

En la economia se produce un trico bien final que puede ser dedicado a
conslmo o a inversidn. La empresa representativa de este sector produce
en condiciones competitivas ¥ distribuye su produccidn en un continuo de
plantas productivas caracterizadas por su edad. La produceidén en el periodo
t dc la planta construida en z, y (2,1t), cs una funcidn del trabajo empleado
en el periodo £ en esa planta, [{z,), y de un continuo de bienes de capital,

y(z,t) = Bl (Z’t)a /ON(Z) kj (zs “')l_a 4, (1)

donde B y « son constantes positivas, 0 < & < 1, k; (2,1) es la cantidad del
bien de capital de tipo j empleada en el periodo t por la planta contruida
en z, § € [0,N(2)]. Todos los tipos de bienes de capital estdn sujetos a
la misma tasa de depreciacion fisica constante, 0 < § < 1. Asi k; {2,1) =
ks (2, 2) e7°¢7% para todo §, donde k; (2, 2) es la cantidad comprada del bien
de capital de tipo ¢ cn el periodo z por la planta construida en el periodo z..

La produccién agregada, ¥ (£), es la suma de la produccion de tedas las
plantas existentes en el periodo ¢,

Y () = f_; BI(z,t)° fo M () did 2)

Esta es una funcidén de generaciones de capital similar a la propuesta por
Solow (1960). Debido a las caracteristicas de la funcién de produccion nunca
es Optimo cerrar ninguna planta y en el periodo ¢ estdn en funcionamiento
todas las plantas construidas con anterioridad. La funcién de produceion de
una planta es tal que lim;_g %‘ii = po. Esto implica que la empresa reducien-
do el trabajo empleado en la planta puede incrementar la productividad
margina! del trabajo sin limite, de forma que siempre es posible igualar la
productividad marginal del trabajo al salario imperante en el mercado vy la
planta nunca cerrard.”

Los heneficios descontados de una planta construida en el periodo # son

M

1 = [~ e @it ae B0t [, 0k 6o b O



donde r () es ol tipo de interés cn el periodo s, w ) es el salario en ¢l periodo
2 ¥ i, (t) es el precio del bien de capital j en el periodo t. La empresa
representativa escoge las compras de cada bien de capital que realiza para
construir la planta y la asignacién de trabajo a la planta en orden a maximizar
sus beneficios sujeta a su resiriceion tecnologica (1) y tomando como dados
P, {t), r{s) v w(z). Las condiciones de primer orden que caracterizan 1
mdximo mnterior de 11(t) son

(1= @) Byt ) [ e Kottty sy gz — g (1), (@)

" (Z) l—ex 5. a—1
QBLN ks (2,80 dil (8, 2)" " = w(z). ()

La ccuacion (4) establece la demanda del j-ésimo bien de capital en el periodo
t ¥ la ecuacion (5) establece la asignacién dptima de trabajo en el period z a
la planta construida en £.

Cada tipo de bien de capital § es producido por una empresa que fija
precios en orden a maximizar sus beneficios tomando como dada su funcién
inversa de demanda (4). El coste de producir k; (£,#} unidades del bien de
capital § es »; (t) = nk; (t,t). El comportamiento monopolistico descrito
conduce a fijar un margen constante sobre el coste marginal, py; (1) = pr =
n(l— 05)71. Todas las empresas fijan un mismo precio y, ya que los biencs de
capital entran de forma simétrica en la funcién de produceisn del bien final, la
cantidad producida de todos los tipos también es la misma, &; (t,t) = &k (£,£).
Entonces, la inversién agregada es I (£} = N {t)nk (¢,1). Los beneficios en el
periodo ¢ de cada empresa de bienes de capital son idénticos,

n{t) = lf'a;%; (6)

Usando la condicién de primer orden que determina la demanda de tra-
bajo, (8), podemos establecer que el empleo agregado en todas las plantas,
L{t), es

a1 1t Niz) 1o . =
L(t):alfc«Blfuw(t)ﬂ—l/ f k(a0 “di) de (7)
o o

1
Si definimos el capital cfoctivo, K () = [*., (J7" k; (2.1)' i) ™ dz, de-
spejamos { (2,t) en la condicién de primer orden que establece la demanda
de trabajo, (5}, sustituimos en la expresion de la produccién agregada, (2),



¥ tenemos en cuenta la ccuacién (7), obtenemos que la produccion agrega-
da puede ser reescrita como una funcidn del empleo agregado v el capital
efectivo,

Y(t)= BL*K ()" *, (8)

donde suponemos que el empleo agragado es constante, lo cual es clerto en
equilibrio. Pues como veremos més adelante suponemos que la oferta de tra-
bajo es rigida, e igual a la poblacién, ¥ el mercado de trabajo competititivo.
Asi L{t) = L para todo £. Por lo tanto, las variables por trabajador son
iguales a las variables per capita. Si tenemos en cuenta que en equilibrio
la planta usa la misma cantidad de todos los bicnes de capital disponibles
en el momento de su construccién, k, (f,1) = ;,{\%%5 para todo j, entonces el
capital efectivo, K (), es la suma, ponderada por su productividad, de las
inversiones supcrviviente en le periodo ¢,

t ] @

K () = f SNETEL g0 gy (9)
—oc 1

S5i diferenciamos la ecuacién (9) respecto al tiempo obtenemos la ley de evolu-

cion del capital efectivo,

K= NO™1(0-8K . (10)

La ecuacidn anterior establece que la evolucion del capital efectivo es igual a
la inversién efectiva (la inversién multiplicada por su productividad marginal}
menos la depreciacién fisica.® Si ahora definimos el capital efectivo per capita
sin tendencia como k () = K () N (t)ﬁ ‘L7, podemos reescribir la funcién
de producedén en términos de variables per capita sin tendencia y la ley de
cvolucién del capital efectivo per capita sin tendencia commo:

y(t)=Br{) ™ (11)
. 1.

1
H=—i{t) - {6+ —— t)kt 12
=i~ (54 7250 0) k) (12
donde (1) = ¥ () ¥ (#) 7' L ! es la produccion per capita sin tendencia en
el periodo ¢, i (t) = I () N ()" LT es la inversin agregada per capita sin
tendencia cn cl periodo t y g (£) =N (£) N (t)" es Ja tasa de crecimiento del
nimero de bienes de capital en el periodo 1.

Las condiciones de primer orden (4) ¥ {5) se pueden reescribir en funcion
de variables agregadas per capita sin tendencia, tal como hemos hecho con
la funcién de produccidn agregada. De (7) se sigue que



w(t) = aBk (). (13)

Esta condicion es estdndar y establece que la productividad marginal del
trabajo es igual al salario. Si despejamos [ (¢, z) en (5), sustituimos en (4),
a continuacién sustituimes en ella (13), tenemos en cuenta que en equilibrio
ge verifica que k; (2,t) = k (2,1) y diferenciamos, obtencmos

(1-a)B (KT(”) A = Py (1) (1- (t)+46— };i ((:))) , (14)

donde Pk (£} = p(1—a) ' N(t)T= es el precio ajustado por su calidad
de los bienes de capital en t. Py {t) es la contraparte tedrica del indice
de precios de Gordon (1990). De la definicién de Pr {t) v de {10) es claro
que la tasa de crecimiento de la productividad marginal de la inversién es
igual a la tasa de descenso del precio ajustado por su productividad de los
bienes de capital. En el apéndice I, siguiendo a Solow (1960), demostramos
que el valor del capital en el periodo £, A{t), es igual al capital efectivo,
K {t), multiplicado por Py (8}, A{t) = K (1) Px (t). Ya que el capital cs
el tnico activo de la economia A {f) es también el valor de mercado de los
activos poseidos por el hogar representativo. La ecuacion (14) establece que
la productividad marginal del capital efectivo es igual a su coste de uso. Al
ser el progreso técnico de cardcter incorporado el coste de uso depende de la

tasa de obsolescencia del capital, la cual es 7%.11& ecuacion (14) puede

ser reescrita en téminos de variables per cdpita sin tendencia como:

%k (1) :r(t)+6+%g(t) (15)

Un sector de investigacion competitivo realiza disefios de nuevos bienes de
capital usando la tecnologia N (ty =¢Z (), donde Z (¢) cs la cantidad de bien
final dedicada a la produccién de nuevos disefics de bienes de capital,® N )
es la variacién en ¢ del ndmero de disefios v € > 0 ¢s un pardmctro indicando
la productividad en el sector de investigacion. La condicidn maximizadora
de los bemneficios de la empresa representativa del scctor de investigacion
establece que el precio de un disefio, p, (t), cs igual a su coste marginal,
Pn (t) = é

La adquisicién del disefio de un nuevo bien de capital por parte de las
empresas productoras de bienes de capital da la oportunidad a estas de
apropiarse de una corriente de beheficios desde el momento de adquisicion



del disefio. Esta corriente descontada de beneficios es el valor de un disefio,
. ) .
V)= ] e I e (z)dz. {16)
i

Suponemos que hay libre entrada en el sector de bienes de capital. La condi-

cion de libre entrada establece que el coste de adquirir un diseno, p, (t) = é,

es mayor o igual que su valor, f > V (), condicién que se verifica con igual-
dad si Z (t) > 0. Si diferenciamos la ecuacion (16) obtenemos

V(O =r(V(E -t

Ya que ¢l precio de un disefio es constante se sigue de la condicién de libre
entrada que en equilibrio v (t) = 0 ¥ por tanto, usando (6), la condicién de
libre entrada se puede reescribir comao:

1 ok ,
la cual se verifica con igualdad si Z (¢} > 0.

Es importante seflalar que el rendimiento marginal de innovar depende
de la inversion. Esto es importante porque es lo que explica la presencia
de complementariedades estratégicas entre las decisiones de inversion y las
actividades de I+D. Esta dependencia es una consecnencia de la hipdtesis de
incorporacion del progrese técnico.y no parace cn los modelos de crecimicnto
enddgeno basados en la innovacidn, sean de diferenciacién horizontal o dc
diferenciacién vertical, en los cuales el progrese técnico es desincorporado.
En estos modelos la rentabilidad marginal de 1a inversién depende del stock
dc capital, ¥ no de la inversién. Por lo tanto, cuando ¢l progreso técnico
es incorporado la inversién se convierte en la variable clave determinando la
rentabilidad de la inversién.

La economfa estd habitada por un hogar representativo compuesto por L
individuos dotados cada uno de ellos con una unidad de servicios de trabajo
que ofrecen ineldsticamente. El hogar representativo maximiza su utilidad
descontada,

- ol
[T e (©w) L, donde U(€) =

o 1-0

donde C' (1) es el consumo per capita. La condicién de optimalidad intertem-
poral del problema de maximizacion del consumidor es estdndar,

=20® - p 9 (18)



donde e () = C (#) N (t)" es el consumo per capita sin tendencia. La condi-
cion de transversalidad es

im A(6)C () e =0. {19)

Para finalizar la descripeion de la economia restan por establecer las
condiciones de equilibrio en el mercado de bienes, la cual establece que cl
consumo mas la inversion y los gastos en 14D son iguales a la produccién
de bien final. Teniendo en cuenta que de la funcién de produccién de nuevos
disefios se sigue que z (t) = (6L) " g () donde z () = Z{O (N (D L) " esla
cantidad de bien final per cdpita sin tendencia dedicada a la produecién de
micvos diseiios en el periodo ¢, la condicion de equilibrio en el mercado de
bien final expresada en términos de variables per cépita sin tendencia es

c(t)+i(t)+ (BL) g (t) = B (£) ™. (20)

donde z{t) = Z{t){N{#) L} es la cantidad de bien final per cépita sin
tendencia dedicada a la produccion de nuevos disefios en el periode €.

3 Sendas de crecimiento equilibrado

Definimos una senda de crecimiento equilibrado (SCE) como una senda de
equilibrio a lo largo de la cual la tasa de creacidén de nuevos bienes de capital

es constante, g = II:,J(% Ademas consumo, inversién, gastos en I4+D y produc-
cién crecen a la misma tasa constante ¢, Llamamos a esta tasa, la tasa de
crecimiento de la economia. En el apéndice II demostramos que las SCE son
las tinicas sendas de equilibrio de la economia. El lipo de interés a lo largo
de una SCE es constante, ¥ = ¢g + p, como se desprende de la condicidn
de optimalidad al problema del consumidor. Y de la funcién de produccidn
agregada se sigue que la tasa de crecimicnto equilibrado del capital efectivo
K{t) es 0.

A lo largo de una SCE la tasa de disminucién del precio relativo de los
bicnes de capital ajustade por su productividad y la tasa de crecimiento
del ratio capital efectivo sobre produccion son iguales y proporcionales a la
tasa de crecimiento. El factor de proporcionalidad es igual al cociente de la
participacién relativa de los factores en la produccidn. Es decir, estas tasas
son iguales a t%-g. La edad media del capital a lo large de wna SCE per-
manece constante y es inversamente proporcional a la tasa de crecimiento
capital efectivo y a la tasa de depreciacién fisica, m = ((1 —a) g+ 6)_1.10
Otra caracteristica de las SCE es que la distribucion de empleo cntre las



diferentes plantas permanece constante v el empleo en cada planta es fun-
cién mondtona decreciente de sn edad, las plantas mds nucvas cmplean més
trabajadores. Asi, a lo largo de una SCE, el empleo en una planta de edad
t—zosl(zt)= -;je*(l_i?-?gw)(i"z).La reasignacion de empleo (la suma de la
creacion y la destruccién de empleo) a lo largo de una SCE es 2L y, por lo
tanto, funcidn creciente de la tasa de crecimiento. En resumen, el modelo
predice que economias dedicando mds recursos a la investigacion, y por lo
tanto con una mayor tasa de crecimiento, estdn caracterizadas por (a) una
edad media del capital menor, (b) el empleo m4s concentrado en las plantas
mas recientes, (¢) una mayor reasignacion de empleo, (d) una tasa de depre-
ciacién econdmica mayor y (&) una tasa de decline del precio relativo de los
bienes de capital ¥ una tasa de incremento del ratio capital efectivo sobre la
produccién también mayores.
Las SCE estdn caracterizadas por las siguientes ecuaciones:

1 ol
I 2 5 coni i
z2 (Ifo.f)frﬁ’ con ignaldad si g > 0, (A)
k
— 1
i=a D
2\ -l
k:(M) (T+6+Lg) l_ﬂ’ {K)
1 l—a
r=og+p. (R)
1

" f+g(1—ay" (M)
La ecuacién (A) es la condicidn de arbitraje a lo largo de una SCE. La
ecuacion (1) se obiene a partir de la ley de evolucidn del capital eficiente per
cdpita sin tendencia suponiendo que la tasa de crecimiento del mistoo es cero
v usando la definicion de la edad media del capital. La ecuacion (I) establece
cual es la inversidn necesaria para mantener el capital eficiente creciendo
a su tasa estacionaria. La ecuacién (K} determina el stock de capital per
cdpita sin tendencia en funcion de su coste de uso y se obtiene a partir de la
ecuacion (15). La ecuacion (R) es la ecuacion de Fisher mostrando como el
tipo de interés depende de la tasa de crecimiento del consumo. La ecuacién
(M) simplemente establece que la edad media del capital es una fucncién
decreciente de la tasa de crecimiento.

E] modele presenta dos diferencias importantes con respecto a modelos
previos de diferenciacion horizontal en los cuales el progreso técnico es desin-
corporado. En primer lugar la tasa de obsolescencia, v consecuentemente la



tasa de crecimiento, aparece como determinante importante del coste de uso
del capital. Siel progreso técnico es desincoporado la tasa de obsolescencia es
cero. En segundo lugar, y mas importantemente, la rentabilidad de innovar
depende dc la inversion, micntras que si ¢l progreso técnico es desincorporado
la rentabilidad de la inversion depende del stock de capital. Como ha sido
sefalado antes, es esta relacion entre inversion e incentivos a innovar la que
causa cormmplementariedades estratégicas entre la inversidn y las actividades
de I+D. Y son eslas complementariedades cstratégicas las que pueden dar
lugar a la aparicién de miiltiples equilibries.!! Como es bien conocido después
del trabajo de Cooper y John (1988), miltiples equilibrios pueden surgir en
la presencia de complementariedades estratégicas. En el presente modelo las
complementariedades estrtégicas entre inversion e innovacién operan de la
siguiente forma. 5i la inversién aumenta entonces los incentivos a innovar
se incrementan y consecuentemente la tasa de creciniento aumenta. Pero,
un aumento de la tasa de crecimicnto expande la inversién al reducirse la
edad media del capital, al aumentar las necesidades de reemplazamiento del
capital. Este aumento de la inversién se traduce en un nucvo impulso de la
actividad innovadora y de la tasa de crecimiento. Thambién cxisten sustitu-
ibilidades estratégicas entre innovacién e inversion. La primera de ellas es
debida a la presencia de costes de obsolescencia en el coste de uso del capital.
Al aumentar la inversion la tasa de crecimiento se acelera y la tasa de obso-
lescencia aumenta. Fsto provoea un aumento del coste de uso del capital y el
consecuente descenso de la inversion, lo cual reduce los incentivos a innovar
v la tasa de crecimiento. Llamamos a esta sustitutibilidad estratégica efecto
obsolescencia, La segunda ellas opera a través del tipo de interés. Un aumen-
to de la inversién aumenta los incentivos a innovar y la consecuentemente la
tasa de crecimiento. Esto provoca un incremento del tipo de interés, lo cual
desincentiva la inversién. Este descenso de la inversion se traduce en un de-
scenso de la rentabilidad de la innovacion y por tanto en una disminucién de
la tasa de crecimiento. Llamamos a esta sustitutibilidad estratégica efecto
tipo de interés.

La relacion descrita entre inversiém e innovacidén ha sido llamada por
Boucekkine, del Rio y Licandro (2002) efecto modernizacidn. La eleccidn de
tal nombre se explica a la luz de la controversia de la incorporacién que tuvo
lugar en los afios sesenta. En aquel entonces, los defensores de la incorpo-
racién del progreso técnico defendian que debia existir una relacién entre la
tasa de inversién y la tasa de crecimicnto a largo plazo de la economfa, al
contribuir la inversion a la modernizacion del capital. Sin cmbargo, Phelps
(1962) mostrd en €l marco de un modelo de crecimiento exdgeno con progreso
técnico incorporado y desincorporado que tal relacion no existfa. Boucekkine,
del Rio y Licandro (2002) pusieron de manifiesto que la tasa de crecimiento



estd relacionada con la edad media del capital en un modclo de innovacién
vertical y progreso técnico incorporado. Lo mismo ocwrre agqui, en un marco
de innovacién horizontal y progreso técnico incorporado endégeno.

Veamos ahora en que condiciones la economia presenta varias SCE y en
cuales una sdla. La condicién de libre entrada {A) determina los recursos
dedicados a la innovacién. Si primero sustituimos la ecuacién (M) en (1) ¥
la ecuacion resultante en (A), después sustituimos la ecuacion (R) en (A), ¥
finalmente sustituimos (R) en (K) y la ecuacién resultante en (A) obtencmos:
L ( Lo+ s)

11—

=Glg), (21)

Iy

og+pl [(G"F(Tf?_))ngE‘Fp}

-1

con igualdad si g > 0 y donde I' = {2 (11;‘:;)2) “ Los valores de g > 0 que
satisfacen la condicion (21) son las tasas de crecimiento equilibrado. En orden
a garantizar que las tasas de crecimiento que satisfacen la condicién (21) son
un equilibrio de la economia debemos comprobar que satisfacen la condicién
de tranversalidad. A lo largo de una SCE la condicién de transversalidad
impone que r > g. Suponemos que los valores de los pardametros son tales
que esta condicidn es satisfecha. Adema4s, en el apéndice 11l demostramos

que si r > g entonces los valores estacionarios de las variables ¢(f) = Bf!‘f'(ti
E(t) = —LY— son positivos para todo g > 0. La pendiente de G , Pos-
y k{t) = 24 son positivos p g P (g}, p

itiva o negativa, indica si un aumento de la tasa de crecimiento incrementa
0 reduce el valor de un disefio y como tal indica si las complementariedades
0 susitituibilidades estratégicas dominan a lo largo de una SCE. La funcién

G (g} es tal que: (i) G(0) = ﬁ, (i) glim G (g} = 0, (iil) es creciente
p [} p —r O
en Ly {iv) Existe uno ¢ ningtin valor de g > 0 tal que G/ (g) = 0. De las

propiedades (i)-(iv) se sigue que para que las complementariedades estratég-
icas puedan dar lugar a varias SCE ¢s neeesario que GY (0) > 0. Condicién
necesaria y suficiente para que G'(0) < 0 es que 1 £ A, donde

1-—a o+ =
A= §lo4 ——izz
P (U a‘(ﬂ+5))

En este caso el modelo se comporta como un modelo estdndar de innovacién.
La figura 1 ilustra esle caso.Las propiedades (1)-(iv} implican que si L >

1
L“-'i%s)éiﬂ existe una tnica SCE dominada por las sustitutibilidades con tasa

A
de crecimiento estrictamente positiva (punto C)y si L < L2 exigte una
SCE con tasa de crecimiento nula (puntos A ¥ B)}. A lo largo de la SCE
positiva una subvencién a la investigacién (equivalente a desplazar la linea



horizontal de la figura 1 hacia abajo} o una subvencién a la acumulacién
de capital {equivalente a desplazar hacia arriba la funcién &' (g) en la figura
1 aumentan la tasa de crecimiento. También la tasa de crecimiento es una
funcién creciente de la escala de la economia, L.

La figura 2 iiustra los diferentes tipos de equilibrios que pueden surgir si
L > A2, Sesigue de (i) {iv) quesi1 > A existe L > O tal quesi L < L
entonces la tnica SCE es aquella con tasa de crecimiento nula, g = 0, (punto
A}. En ecste caso, la escala de la economia es demasiado pequefia y el valor
de un diseno es demasiado pequefio para compensar su coste. 81 L = L en-
tonees existen dos SCE una con tasa de crecimiento cero (punto C) y otra con
tasa de crecimiento positiva (punto B3). En ausencia de innovacién adicional
el valor de un disefio es insuficiente para cubrir su coste. Sin embargo, si
la actividad innovadora es sostenida, el efecto modernizacion inerementars
el rendimiento marginal de la inversion y la demanda de bienes de capital
crecida generard un flujo de beneficios suficiente para que los mnovadores
recuperen su coste de investigacién. Por lo tanto, la tasa de crecimiento de
la economia depende de si los inversores son pesimistas o optimistas respec-

1
to a las tasas de innovacion futuras de la economia. Si L € (L, K&lfakz

entonces la funcién G (g) corta a la lmea horizontal trazada cn 1 en dos
puntos (E y F) y tres sendas de crecimiento equilibrado existen: en una la
tasa de crecimiento serd ccro (punto D), en otra la tasa de crecimiento serd
baja y en ella dominardn las complementariedades {punto E) v en una ter-
cera la tasa dc crecimiento serd alta y en ella dominaran las sustitutibilidades
{(punto F). De nuevo el equilibrio alcanzado dependers de las expectativas de
los inversores. Las dos SCE positivas presentan propiedades completamente
opuestas de estdtica comparativa. Un pequefio incremento en la escala, una
pequeiia subvencion a la investigacién (equivalente a desplazar la linea hori-
zontal en la figura 2 hacia abajo) o a la acumulacién de capital (equivalente
a desplazar hacia arriba la funcién G (g) en la figura 2) incrementan la tasa
de crecimiento dominada por las sustitutibilidades y reducen la tasa de croc-
imiento dominada por las complementariedades.'® La emergencia de las dos
SCE positivas también genera un “treshold effect”. Cuando la curva G (g)
cae ligeramente por debajo de la linea horizontal en 1, medidas de politica
econdmica encaminadas a ampliar la escala de la economia, a subvencionar la
investigacion o la acumulacion de capital podrian transformar drdsticamente
el conjunto de oportunidades de la economia permitiendo que la curva G (g)
alcanze un punto de tangencia con la linea horizontal, conduciendo, dada
la apropiada modificacién de las expectativas, a una drédstica transicién del

1
cstancamicnto economico al rapido erecimiento. Si L = L’ilfgiﬁ entonces ex-
isten dos SCE, una con tasa de crecimicnto estrictamente positiva v la otra



con tasa de crecimiento cero. Si L es suficientemente grande, L > @jfé‘fu,
cntonces sélo existe una senda de crecimiento equilibrado dominada por las
sustituibilidades (punto H}. En este caso, pequenas intervenciones de politi-
ca, tales como una pequefia subvencidn a la investigacidn o una subvencidn
a la acumulacion de capital tienen pequefios y continuocs efectos positivos
sobre la tasa de crecimiento equilibrado. Al igual que ¢l modelo de Young
(1993) ¢l modclo se parece a una versién dindmica del modelo “Big Push”
de Murphy, Shleifer y Vishny (1989), en el cual externalidades pecuniarias
pueden generar situaciones en las cuales una cmpresa encucntra beneficioso
llevar a cabo una inversién en tecnologias inductriales avanzadas sdlo cuando
las otras empresas también la llevan a cabo. El modelo “Big Push” ticne
también la propiedad de que para pequeiios v grandes tamafios de mercado
existe una tnica SCE.

4 Conclusiones

En este trahajo hemos desarrollado un modclo de generaciones de capital en
el cual la tasa de progreso técnico s endégena, producto de actividades de
I4+D dedicadas a la jnwvencién de nuevos bienes de capital. En este marco,
la nueva inversién es mds productiva como consecuencia de estar distribuida
sobre una mayor variedad de bienes de capital. Consecuentemente, el precio
relativo de los bienes de capital desciende en el largo plazo de forma pro-
porcional a la tasa de crecimiento. Esto ponc de manifiesto que no solo los
modelos de diferenciacién vertical tienen capacidad para explicar este hecho
enpirico, sino también los modelos de diferenciacidn horizontal, en los cuales
la fuente del crecimiento sostenido se halla en la existencia de rendimientos
crecientes debidos a la cspecializacion. Ademsds, la estuctura “vintage” de
nuestro modelo permite explicar ciertos hechos empiricos sobre la acumn-
lacion del capital al nivel de la planta y sobre la reasignacién de empleo.

La plausible hipdtesis de incorporacidén del progreso técnice puede dar
lugar a miiltiples equilibrios v, por lo tanto, se revela de potencial interés para
la comprensién de las fluctuaciones econdmicas v el crecimiento. Nosotros
hemos discutido su relevancia para el proceso de crecimiento. Hemos visto
que, en la presencia de multiplicidad, las sendas de crecimicnto equilibrado
tienen propiedades de estdtica comparativa totalmente opucstas v asf son
las implicaciones de politica econdmica. Ademds, un importante “treshold
effect” puede surgir. La posibilidad de muiltiples equilibrios ilumina sobre la
importancia de la coordinacion de expectativas en la cleccion de un equilibrio.



Apéndice I: valoracion de activos

En este apéndice seguimos a Solow (1960) para valorar el stock de capital.
El valor del stock de capital es expresado en unidades de bien final. En primer
lugar notese que el rendimiento marginal descontado del hicn de capital de
tipo 7 de la generacién z en el periodo ¢ es

P (Z,t) - (1 _ 0:) Bk_:, (Z, z)—a fm ! (Z, u)a ef_,f;u'r(s)dsfﬁﬂ 70)(u721du,
t

Teniendo en cucnta que la cantidad empleada de los diferentes bienes de
capital por la planta construida en el periodo z es la misina, el valor del stock
de bhienes de capital de la planta construida en el periodo z en el periodo ¢ es

Az, t) =pl=,0) k{z,2) N (2).
Sustituyendo la definicion de p(z,t) en esta (ltima ecuacion tenemos que
A t) = (1—a) BN () k(z,2)"® ft Tz ) e K 0=l gy,
De la condicién de primer orden del problema de maximizacién de ben-

eficios de la empresa que determina la demanda de trabajo, usando que
k; (z,4) = k(z,u) para todo 7, se deduce que

1(z,u) = w (u)F7 (aB)Ts N (2)Ts k{z,u). {al.l)
Ademss como hemos deducido en ¢l texto
w (u) =B (K (u))l_“ . (al.2)
L (u)

Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la ecuacién que nos proprociona.
el valor del stock de capital de la generacion z en el periodo ¢ podemos
reescribir esta dltima como

Aty =1~ 0) BN ()5 ki) [ (‘f ((u)) ) ¢St [} s gy,

El valor del stock de capital agregado en el periodo ¢ es igual a la suma
del valor del capital de todas las generaciones existentes en el periodo ¢

Aty = f; (1— ) BN {z,)7% k(z,t) [,o (%) 7(!e‘“”'”efftur(s)‘i"dudt.



Usando ahora la definicion de K (£) podemos reescribir la ecuacion anterior
como

A = - pK () [ (F) et Fota

Sustituyendo {22} v (22) en la condicién de primer orden del problema de
maximizacién de beneficios de la empresa del bien final (4) obtencmos que

. = K(u) - —e(u—t) _— ;ur(s)s _ -

Y sustituyendo la ecuacidn (22) en (22) tenemos gue el valor del stock de
capital en el periodo t es

Aty =pN ()T K (8},
donde K (1) es le stock de capital eficiente y
Py () = puN ()7

es el precio del capital ajustado por su productividad.

Apéndice III: positividad de c y &

Para que las soluciones positivas de (21} sean tasas de crecimiento equi-
librado es necesario asegurarse que estdn asociadas a valores positivos de &
v ¢. En cste apéndice demostramos que para todo g positivo ¢ y k son tam-
bién positivos. A lo largo de una SCE k (£} = k para todo t, g(¢) = g y
r{t) = r = oy + p para todo £. Imponicndo esto en {15) y despejando k

obtenemos que
ko (1—a)?By! B
(r+1%5)g+6+0)

Por lo tanto k es positivo para todo g > 0. Teniendo en cuenta que a lo largo
deuna SCE c(t) = ¢, i(t) = ¢, k{t) = k y n(L) = g, si despejamos ¢(t) en
{20) tenemos que

1
=Bk iy a3.1
¢ i~ 9 (a3.1)



De la ley de evolicién del capital efectivo per cdpita sin tendencia (12) se
sigue que a lo largo de una SCE

7 .
k=———. 3.2
ﬁ!] iy (a3.2)
Sustituyendo {a3.2} en (a3.1) tenemos que
Bn ko 1
=|———-1})i—- 9. 3.3
(2o 32)

Dc la condicion de libre entrada (17}, usando que a lo largo de una SCE
r =og+ p, se sigue que

l—a
ackL

(og+p). (a3.4)

=

L &
Sustituyendo (a3.4) en {(a3.3), y usando que %k‘“ = Lj;—;:%ﬁ, después
de un poco de dlgebra podemos expresar ¢ comno una funcién de la tasa de

crecimiento equilibrado,

c=2 [((a+ﬁ)g+p+6_(l_&))gga;p1] {22)

"L g+ e(l—a)

Sir =g+ p> g entonces

oy ag+p g {og+p
= 1 »>=|——-1 0,
(g+6(1—a)+a) ag ] EL!: g ]> '

g
>_
¢ el

para todo g > 0.

20



1 El primer paso para la construccion de un modelo en el cual la espe-
cializacion condujese a una forma de rendimientos crecientes fué dado por
Either {1982).

2 Ver Young (1928) para una extensa discusion de esta idea.

3 Ver Aghion y Howitt (1998) para un exhaustivo analisis de la aproxi-
maeién sclumpeteriana al erecimiento enddégeno.

4 Cooley, Greenwood y Yorukoglu (1997} construyen un modelo de gen-
eraciones de capital en el cual el crecimiento también es tratado como enddégeno.
Una versidn de este modelo es desarrollada por Greenwood y Yorukoglu
(1997) para explicar algunos hechos de la economia de los EUA post-1974.
Sin embargo su modelizacion sc aparta de la nuestra en varios aspectos, fun-
damentalmente en el hecho de que en su modelo el motor del crecimiento es
el capital humano el cual entra como input en la funcién de produccién de
bienes de capital pero no en la funcién de produccion de bienes de consumo.
Como consecucncia de esto el progreso tecnolégico es espectfico a la inversion.

5 Evans et ol. (1998) revisan la literatura macroeconémica sobre multi-
plicidad de equilibrios.

6 Evans ef al(1998) analizan las consecuencias de la multiplicidad de
equilibrios sobre las fluctuaciones econdmicas en un modelo de crecimien-
to enddgeno con diferenciacién horizontal. Young (1993) también desarrolla
un modelo de diferenciacion horizontal en ¢l cual existe complementariedad
entre las innovaciones, lo cual genera miiltiples cquilibrios, y analiza la im-
plicaciones de la multipicidad de equilibrios sobre el proceso de crecimiento.

7 En la literatura existen muchos modelos de crecimiento exdgeno en los
cuales este periodo es finito. Podemos citar a modo de ejemplo los trabajos
de Boucekkine, Licandro y GGermain (1997}, Boucekkine, del Rio y Licandro
(1999), Caballero ¥y Hammour (1996, 1997).

8 A diferencia de Solow (1960} la productividad marginal de la inversion
es enddgena. En Krusell (1998) v en Boucekkine, del Rio y Licandro (2000)
también es enddgena.

9 Un modelo con esta hipitesis tecnoldgica es denominado por Rivera-
Batitz y Romer (1991) “Lab Equipment Model ”.

10 Si definimos la edad media del capital como:

P i- N (TR (z)e Ay

J (&) )
Imponicndo las restricciones sobre la evolucién de las variables a lo largo de
una SCE después de un poco de dlgebra se obtiene la expresion dada cn el
texto.

11 También, como ha sido puesto de manifiesto por Boucekkine, del Rio y
Licandro (2002) en un modelo de diferenciacion vertical, el hecho de que que

m (t)
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la rentabilidad de la innovacién dependa de la inversion es importaite para la
eficiencia de subvenciones a la acumulacién de capital o a la innovacion. En
su modelo también pucden aparecer varias SCE exactamente por los mismos
motivos que los sefialados aqui.

12 A es una funcidn estrickamente creciente de la tasa de depreciacion
y tiende a cero cuando la tasa de depreciacion tiende a cero. Asi, siempre
existe una tasa de depreciacion fisica suficientemente cercana a cero tal que
1 > A se satisface.

13 Young (1993) explica este resultado, “this result is not surprising.
If one raise the return to an endogenous activity in a situation in which
the return to economic actors is locally decreasing in their effort level, then
a return to equilibrium will require an incrcase in their level of activity.
However, if the return to the economic actors is locally increasing in their
effort level, as is the case near the complementarity steady state, then a return
to equilibrium requires a paradoxical rednction in their level of activity”.
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Figura 1: Tasas de crecimiento equilibrado y escalasi A > 1

G(g) g

26



Figura 2: Tasas de crecimicnto equilibrado y escala si A < 1.
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